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LA MORFOLOGTIA DELLAPPARATO STATICO
E DELL'APPARATO ACUSTICO DEI CHIROTTERI
IN RELAZIONE ALLE CONDIZIONI DI VOLO ©

ALBERTO STEFANELLI

SvMMARIVM, — Ii Chiropteri, qui strenue volant, organum vestibulare pe-
viphericum, quod voeant, magis evoluturn habend, quam Chirepteri male volantes;
illoram etiam cavebellum suleos magis varie compositos habet. Auditivi apparatus
aubem, magis perfecti sunt in alteris Chiropteris.

I noto come le varie specie di Microchirotteri abbiano attitudini
diverse per il volo: mentre aleune specie hanno volo basso e pesante
e con porcorso irregolare per 1 frequenti volteggiamenti, altre sono
dotate di volo rapido e leggero e che sovente si compie anche a grande
altezza. Dai dati della letteraturs e dalle mie stesse osservazionl le
condizioni estreme al riguardo sono rappresentate, per le specie ita-
liane, dai Rinolofidi da un lato, con volo lento basso ¢ pesante, e dal
Miniopterus dall’altro, con volo veloce e compiuto spesso a grande
altozza. Le altre specie studiate (dei generi Plecotus, Myotis e Pipi-
strellus) presentano attitudini intermedie.

A queste diverse condizioni di volo corrispondono perfottamente
la struttura e la superficie di sostentamento rappresentate in gran
prevalenza dai patagi alari e caudale. Questi rapporti, gid suceinta-
mente considerati da vari zoologi (Avwuy, Brasivs, Hevng), sono statl
da me particolarmente vagliati come presupposto fondamentale delle
successive ricerche. In poche parole, e per limitarmi solo alle forme

(*) Nota presentata dal Prosidento dell’ Accademia P. Agostino Gemetli O, . M.
il 1o febbraio 1944

I Aefe, vol. VIIL
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con caratteri estremi, mentre le ali dei cattivi volatori (Rinolofidi)
sono corte e larghe (fig.: a), quelle dei buoni volatori sono strette e
langhe (Miniopterus).

Ho potuto constatare, limitandomi in gquesto studio introdutiivo
alla morfologia del labirinto osseo e alle strutturve pitt appariscenti del-
I'encefalo, come Vorgano statico periferico e i centri statici encefalici
presentino delle differenze strutturali che somno in evidente concomi-
tanza di queste differenti condizioni ecologiche.

Assal appariscente & la differenza delle dimensioni dei canali se-
micircolari (fig.: d). Particolarmente dimostrativo & il confronto tra il
Rhinolophus e il Miniopterus (tener presente che queste dune specie
sono di mole corporca molto simile). Limitandomi gui al canale ver-
ticale posteriore esso si presenta di 8 mm. di lunghezza nel R, e di
4,1 mm. nel M. Anche gli altri due canali sono pilt sviluppati nel M.

Che a questo diverso sviluppo dell’organo statico periferico cor-
risponda una differenza di svilappo anche dei cenfri o delle vie wve-
gtibolari centrali ¢l & rivelato dalla condizione morfologiea del corvel-
letto, organo intimamente collegato con questi (fig.: ¢). Mi limito qui
ad accennare succintamente quanto riguarda la struttura macroscopica
cerebeliare. Nel Rh. ewryale i1 cervelletto si presenta con scarsa sol-
catura: il lobus medius & liscio ed & visibile solo la fissura secunda (Y)
e una soleatura nellavula, Negli emisferi vi & un solo soleo trasver-
salo. T paraflocouli sono lisci e non eccessivammente sviluppaii e cid
~ parallelamente alla piccola capacité della cavith del temporale com-
presa fra i tre canali semiciveolari in cul i parafloceull sono alloggiati.
I Aocculi non sono macroscopicamente visibili. Nel Miniopterus la sol-
catura & pill. numerosa: si aggiunge un soleo prepiramidale e gli emi-
sferl presentano tre solehi trasversi che N suddividone in quatbtro
lamelle. T parafloceuli somo pitt sviluppati e anche 1 floceunli sono
sporgenti sotto ai parafloccull cosi che & possibile vederli macrosco-
picamente. Queste differenze si osservano anche nelle altre specie, con
variazioni pift o meno salionti, in strefta corrispondenza con le attitudini
di volo. '

Per guanto riguards Yeorgano acustico ho potuto constatare come
il senso acustico, desunto dallo sviluppo dell’organo specifico, sia pilt
sviluppato nelle specie detate di volo lento e compiuto s poca altezza




ACTA 3

Miniopterus schreib. / Plecotus aurltus Rhinolaphus euriaje

f

SPIRGAZIONE DELLA FIGURA:

a) patogio alave o candale delle Gro spocio: Mindopleres schreibersi (otbimo volatore), Plecofus aurilus
(medio volatore), o Rhyroelophus curyele (eabtivo volatore); o labirinto ossoo delle tre specio orien-
tato in modo da porre sul piano dol disogno il canalo somiciveslare verticale postoriore; ¢ cor-
volletto o mesencefnlo (1 collicoli acustict sono in nero}; @) la testa doile tre specie in modo da
approzzave lo differanze di grandesza dell’erocehic estorno; e base del cranic mostrante la bulla
timpanica o la mombrang del timpano (punteggiata ln bulla) o la coclew (in nere) ; ul lato dostre d statn
asportata da dulle;  f) sosioni Trontall dellencefalo all’altesza dei coliicoli posteriorl (in nero) .
‘Patti 1 disegni sono vieavati dal ricontorno fodele di fotografie. K
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dal suolo, quali i Rinolofidi, il Plecotus, il Myotis myotis (por citare
solo quelle forme prese in esame) che in quelle forti volatrici, sia per
volocith che per altesza, quali il Miniopterus, aleuni Myotis ¢ 1 Pi-
pistrellus.

Tsaminando un abbondante materiale, sebbene non ancora esteso
a tutte le specie italiane, mi sono reso conto come Panmento della
sonsibilith acustica sin raggiunto nelle varie specie con due modalits
completamente diverse. Le pitt tipiche espressioni di questi due mec-
camismi acustici lo troviamo nel Rinolofidi © nel Plecotus, Chirotterl
dotati di grande potenza acustica.

Nei Rinolofidi troviamo infatti un orecchio interno assai svilup-
pato, come o desumibile dalla enorme coclea (fig.: b, ¢) che viene ad
oceupare una gran parte della base dol cranio (nel Rh. euryale ha un
dimwmetro alla base di 8,p mm.) mentre Porecehio medio ed esterno
(fig.: d) sono poco pilt sviluppati delle parti corrigpondenti dei chi-
votteri con organo acustico normale (come ad esempio si presenta
nel Miniopterus). Nel Flecotus invece la coclea ha mna dimensione mo-
desta, pressochd simile & quella dei chirotteri con orecchio piccolo
(9 mm. alla base), ma 000 sviluppati invece enormemente I'orecchio
medio e lorecchio esterno. Dellorecchio medio (fig.: ¢) sono partico-
larmente imponenti la bulla timpanica (b mm. di diametro massimo
contro 2,7 del Rh. ewryale e 2.4 del Miniopterus), la membyana del
timpano {di 3,9 mm. di diametro contro 2,6 del Rh. e 2,1 del M.).
Anche le ossicine acustiche delia catena sono di maggiori dimensioni.
Trorecchio esterno del Plecotus & formato da un padiglione di ben
44 mm. di lunghezza ed & munito di trago di 17 mm. menire quello
del Rh. ewryale & di soli 20 mm. ed & sprovvisto di trago.

Pertanto mentre nei Rinolofidi la potenza acustica & dovuta allo
gviluppo della parte sensitiva dell'organo, nel Plecotus (e cosl in alfri
Chirotteri tra cui il Myotis myotis) & dovube ad un maggior sviluppo
solo dell’apparato recettore, risuonaiore e Ai trasmissione delle vibra-
sioni. Coertamente con guesto secondo meccanismo oltre alla sensibilita
acustica viene anche aumentata la sensibilitd tattile dato l'enorme
sviluppo cutaneo presontato dal padiglionc e dal trago, ricehi di espan-
sioni nervose tabtili.

A queste differenze anatomiche dell’organo acustlco periferice
famno riscontro differenze strutturall dollencefalo. La condizione strut-




ACTA b

turale pilt saliente, e che appare ancho ad un esame del cervello in
toto, & & carico dei collicoli posteriori del mesencefalo. Infabti, mentre
nei Chirotteri dotati di coclea assai sviluppats (Rinolofidi) essi sono
pure assal sviluppati e intimamente uniti tra loro (fig.: ¢, f), nei
Chirotterl con piccola coclea, siano muniti di orecchio medio ed
esterno assal sviluppati (Plecotus), siano con tali parii dell’orecchio
poco sviluppate (Méndopterus), 1 collicoli posteriorl sono pitt piccoli e
ampiamente separati tra loro dal verme cerebellare che, a causa del
loro scarso sviluppo, relativamente alle specie precedentemente citate,
riesce ad interporsi tra loro {fig.: ).
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IL SIGNIFICATO TELEOLOGICO
DELLA LEGGE DI RIFRAZIONE
DEL FLUSS0 TERMICO &

MARIO CRENNA

SVMMARIVM. — Principio minimae actionis, a Maupertuis veperto, et principio
minimi temporis, a Fermat, oxpositis, Auctor quaorit quanam lege refrangatur
caloris fluxus inter dwo metalla diversa, mutuo applicata; eum auntem hane legem
simili principio vegi evicerit, quod principium maximi flucus dicl potest, constituit
omnes naturae leges miris rationibus, in ewmdem flunem censpirantibus, inniti.

Consideriamo due lastre metalliche sottilissime rottangolari ed
unguali formate con due condutiori omogenei isotropi, dotati di diffe-
renti conducibilitd termiche (per esempio rame e ferro) di cul indi
chiamo con &y e %y le rispettive conducibilitd. Si riuniscano le due
lastre rettangolari lungo un lato uguale in mode da ottenere un'unica
lastra rettangolare, formata con 1 due metalli; & noto che facendo
pervenire del calore dall'un metallo all’altro (per esempio dal rame
al ferro) lungo una direzione inclinate vispeito alla linea di separa-
zione del due metalli, avviene la rifrazione delle linee di flusso (nel
passaggio da un metallo all’altro) ossia ne risulta mutate la direzione,
secondo la seguente legge, invero assai elegante: per due dati condud
tori ¢l rapporto fra la tangente dell’angolo di incidenza e la tangente
dell’ angolo di vifrazione ha un wvalore costante:

(con K = costante = -{f-‘-) i1
Ty

tang {
tang r

Vogliamo esporre il gsignificato finalistico della predetta logge, il
quale costituisce anche une dimostrazione @ posteriori della medesima.
Come & notissimo le equazioni della dinamica del punto materiale, nel

(*} Nota presentata dell’Accademico Pentificio G Armeliini il 12 mavzo 1944,

2 Aetg, vol, VIIL,
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campo di forza derivante da un potenziale (indipendente dal tempo),
si possono dedurre dal principio della minima azione del Maupertuis;
in ottica vige il principio del minimo tempo di Fermat od & noto che
« per molto tempo & apparso impossibile di considerare I'analogia di
questi due principil come qualeosa di pill che un'analogia formale,
non avente alcuna base fisica profonda. Pareva anz che vi fosse una

decisa opposizione tra i due principi dal punto di vista fisico, poiche,
essendo la guaniitd di moto proporzionale alla velocitd, I'integrale del
Manpertuis contiene la volocith & numeratore, mentre 1integrale di
Termat la contiene a denominatore » [1]. Ora apparisce estremamente
interassante il fatto cle la legge di rifrazione delle linee di flusso
termico traduca un nuove principio, che & quello del massimo flusso,
come vogliamo ora dimostrare. i proponiamo infasti il seguente que-
sito: Dati due punti A ¢ B appartenenti a due conduttori diversi, fra
di lovo in contatto (di conducibilitd Iy e Ky rigpettivamente) quale 2 il
cammino che deve sequire @ flusso termico partente da A per giungere
in B con il massimo valore possibile?

Supponiamo che sia ACB il cammino richiesto, essendo C punto
comune ai due conduttori; per Ja condizioue di massimo, avverrd che
per ogni aliro cammino, cOmMPreso fra A ¢ B, ¢ infinitamente vicino
ad esso, ln quantith di calore che perviene in B, nell’unita di tempo,
dovra risultare la stessa. '




AUTA 9

Sia ADB un cammino infinitamente vieino ad ACB, essendo D
punto comune ai due condutiori; conducendo da D la DE perpendi-
colare ad AC e da C la CF perpendicolare a DB risultera:

2] CRim=COD.cos AGD = CD.sen i

13] DI == D« sen POF == GD - sen »
dove ¢ ed 7 indicano gli angoli d’incidenza e di rifrazione come nella
figura al lato. .

Per il flusso termico sussiste, ovviamente, la legge del coseno va-
lida anche per il flusso luminoso ¢ ciod: la quantitd di calore che,
partendo da un punto, perviene (nell'unitd di tempo) ad un elemento
di una data linea (o superficie) & proporzionale al coseno dell’angolo
di incidenza. La quantitd di calore che, partendo da A, perviene in ©
sard adunque proporzionale (a paritd delle rimanenti condizioni) al
coseno dell’angolo 4 e si avra quindi:

[4] §g==a cos i
essendo ¢ lo quantith di calore ed @ una costante. Per le condizionl
di massimo imposta dal problema dovrd adunque avveniye che il flusso
termico relativo al percorso KC (che per il cammino ACB, in rap-
porbo a quello infinitamente vicino ADB, rappresenta uno svantaggio)
risulti uguale a quello relativo al percorso DI' (che per il cam-
mino ACB rappresenta un vantaggio). Il tempo lmpiegato dal calore
a percorrvere il tratto KO sara espresso da:
(6] 4 =iY. HC_ ODsenti
Yy by biey

dove ¥, rappresenta la velocith del calore nel primo mezzo {d1i con-
ducibilitd %) la quale & evidentemente proporzionale alla conducibilita
(v, == bk, con b==costante ¢ si & fatbo uso della [2]). Analogamente
il tempo impiegato dal calore a percorrerc il tratto DF sard (facendo
uso della [3]):

81y oz e e ok
(6} 2 T, b, ble,
11 flusso unitario relativo al percorso KC sara:

( 3D se
B — g oosi: o0, Sen
1 bl

mentre quello relativo al percorso DF sara:
( O son »
D o conr oot

2
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Dovra dunque risultare:

bk cos T bk, a cos v
Chsgeni -~ CGDsenr
da eni:
e, cotang € == Jop cotang v
osgia:

tang )

tang ©  Joy

che coincide con la [11. Resta quindi dimostrato che la legge di pro-
pagazione del flusso termico esprime che il passaggio di calore da un
punto all’altro avviene sempre in modo tale che, fra tutil i cammini
possibili, quello cffettivamente segnito & il percorso di MASEImMo ren-
dimento termico: per cui ciod ad ogni punto perviene la massime
quantitd di calore, uell’unith di tempo.

Se si tiene presente che anche in termochimica il calore inter-
viene nei fenomeni secondo il principio della massima quantitd di ca-
love (1), non & possibile non attribuire a questo principio un signifi-
cato profondo nell’interpretazione dei fenomeni termici. « BurTHELOT
a énoncéd en 1867 une loi, qui a formé longtemps la base de la ter-
mochimie ot en général de la mecanique chimique et qui est connue
sous le nom de principe du travail maximwm. D’aprés cotte loi, tout
changement chimique tend vevs la production du corps, ou dte sy-
stbme de corps, qui dégage le plus de chalenr. Brruastor a ajoutd
dans la suite la condition que le changement chimique doit étre ac-
compli sans Vintervention d’aucunc énergie Strangdre... Le principe
semplifié du travail maximum doit done toujours 8tre conmdére comme
le seul fil conducteny que nous possédions actuellement pour prévoir
les réactions chimiques» (2). Il risultato conseguito rivela, ancora una
volta, come al fondo di tutte io leggl naturali giaceia un eccelso e
mirabile motivo teleologico che tuit’ora, in gran parte, sl cela; ma
che quando riesce a svelarsi, forniscoe wna vigione di incomparabile
belezza alla contemplazione estatica dello spivite umano.

0y Du Broarm Lovts, I quanti e la fisica moderna, 1938, Tinaudi, Torino,
pag. 58-89,

() CrnwoLsor 0. D, Trailé de physique, Ouvrage tradnit sur les dditions
yusse ot allemande; Tome Troisibme, Premier Fasciculs, Thermométrie, 1909,
Hermann, Paris, pag, 208-99,
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STUDI SUGLI ENZIMI RESPIRATORI ®

(Ossoast — DEIDROGLNAST)

MARIO GHIRON

Svmmariyn, — Hae Nota Auctor exponit experimenta et investigationes
supar quodam enzimate dehydrogenanti {quod diu durare potest} peractas, guod
enzima ipse & variis intornis organis seiunxit, quodque simili modo operatur
atque insulina, glyeasmiam in hominibus et animalibus multum minnens.

Nel corso delle nostre vicerche sugli enzimi lipolitici contenuti
nel fegato (1) avevamo notato la presenza in quest’organo di un enzima
dotato di forte potere ossidante ad azione diversa da quello estratio
da HarrIsow.

Quest’ultinio, infatti, ha ecstraito dal fegato (*) un enzima capace
di ossidare il glucosio in acido d-gluconico e, quindi, dotato di potere
ossidativo limitato ad uwa iniziale scomposizione.

I’enzima da noi oftenuto ha, invece, un forte potere ossidante e
produce una scissione che non si arresta ai composii a catena aperta
sotto forma di aldeide, come aveva osservato Harrison, ma determing

_la trasformazione del glucosio in acqua ed anidride carbonica, il che
dimostra che la molecola di glucosio prd essere completamente bru-
ciata dall’enzima deidrogenante estratto dal fegato.

(*) Nota presentata dall’Accademico Ponfificio Aldo Castellani il 80 ottobre
1941,

(' M. Gmmrow, «Rendiconti della R. Accademin Nazionale doi ILineei »,
Vol. XIV, serie 69, 2¢ sem., fasc, 1-2, luglio 1931; M. Gurrow, «Journal of tro-
pical Medicine and Hygiene», May 1, 1935,

2y D. O, Harnisox, « Proceodings of the Royal Society of London », series B,
Vol, OXIII, October 1933.

3 deta, vol. VIIL
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T/acido ossalico, che si trova fra i prodotti di ossidazione chimica
dello zucchero, & stato anch’esso usato da noi come gubstrato per sag-
giare Vattivitd dell’enzima deidrogenante ed abbiamo constatato che
si ottiene svituppo di CO,, cid che attesta la scomposizione dell’acido
ossalico.

T/enzima fu preparato nel seguente modo: gr. 10 di polvere di
fegato, residua dall’estrazione dellenzima lipolitico, vengono trattati
con cc. 200 di acqua distillata alcalinizzata con fosfato sodice e po-
tassico ad un pH =7,8. Si fitra dopo 20 minuti per earbone o caolino;
cosl viene nsato per le esperienze.

Gli esperimenti furono eseguiti wsando materiale sterile in tubi
di Thunberg opportunamente modificati e accuratamente privati di
aria. Usammo per ogni tubo di Thunberg ce. 2,0 di soluzione acquosa
di enzima, cc. 1,0 di soluzione di glucosio al 10 s cc. 2,0 di sostanza
tampono per mantenere un pH =78 e cc. 0,6 di una soluzione acquoss
1/5000 di blen di metilene. Nei tubi di Thunberg fu fatto 1l vuote
¢ farono posti in termostato a 37°. Si prepararono due controlli, con-
tenenti 3l primo il glucosio, il bleu di metilenc o la sostanza tampone,
il secondo contenente enzima, 11 blen di motilene e la sostanza tampone.

Dopo 4 ore fu osservata la decolorazione dei tubi, tranne quelll
di controllo. Dopo & ore venne determinata la quantitd di CO, prodotta.

Dall’esperimento, come si vedrd nei protocolli, consegue che ¥'en-
zima detdrogenante, oftenwto col nostro processo di estrazione, riesce ad
una completa scomposizione del glucosto e dell’acido ossalico con produ-
zione di CO, (protocolli 1-2-3).

La costanza del fonomeno dell’ossidazione totale dello zucchero
per mezzo dellenzime estratto dal fegato ci indusse a provare se l'ag-
giunta di altre sostanze ne modificava Vazione deidrogenante. Abbiamo
esperimentato Vaggiunta di vard ormoni.

Abbiamo osservato cosi che laggiunta di piccole quantith di in-
sulina, per s¢ inattive sullo zucchero, aumenta la quantith di CO,
prodotta, ossia di zucchero bruciato (protocolio 4).

Abblamo preparato in fiale sterili ed atossiche lenzima in esame
o naturalmente l'abbiamo sperimentato nel coniglio prima e poi nel-
I'uomo.
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Tralasciando i numerosi protocolli rignardanti questi esperimenti
in vivo ad un pit lungo e dettagliato lavoro, riteniamo di poter esporre
aloune conclusioni sulla base delle molte decine di osservazioni fatte.

Nel coniglio a diginno come per la prova dell’insulina, iniesione
endovenosa di cc. B di enzima determina un progressivo abbassamento
del tasso glicemico che s'inizia gia dopo 10 minuti dall'iniezione e
produce uwna curve di ipoglicemia del tutto paragonabile a quella of-
tenuta dalle iniezioni di insulina, con una discesa graduale nelle prime
ove ¢ ung ripresa fino al tasso glicemico di partenza e talora superiore.
Non abbiamo mai osservato fenomeni di choe, neppure quando la ipo-
glicemnia era arrivate & 0,409/, (protocollo B).

Nell'womo a glicemia normale si ha un costante abbassamento
nelle prime ove dalliniezione, talora con femomeni subiettivi di ma-
lessere correggibili con la somministrazione di wuecchero.

Nei diabotici pancreatici gravi giovanili la iniezione endovenosa
dell’enzima deidrogenante ¢ seguita da un abbassamento del tasso
glicemico, dalla diminuzione dellacetons ¢ dalla scomparsa dei feno-
meni di intossicazione acida. Nei diabeiici colpiti da malattie fobbrili
intercorrenti, Uinsulina dimostra scarsa officacia, mentre Vassoclazione
del\insulina e dell’enzima porta a un forfe abbassamento della curva
plicemica della durata di sel 0 sette ore.

Per interpretare queste osservazioni & della massima importanza
studiare i rapporti che esistono fra Venzima e linsulina, nel senso
che la scomposizione dello zucchero viene operata dall'enzima ossi-
dante. In questo processo l'insulina gioca una parte di grande impor-
tanza, probabilmente come regolatore della funzione enzimatica.

Dagli esperimenti sopra riferiti risulta che Venzima & capace di
ridurre rapidamente il tasso plicemico sia nell'uomo normale che nel-
Vammalato. In alire parole l'enzima & capace di bruciare nellorganismo
amano lo zucchero circolante.

T vero che Vinsulina iniettata abbassa il tasso glicemico, ¢ nelle
curve che si possono costruire negh animali e nellnomo vi & paralle-
Yismo fra limiezione di insulina e l'iniezione di enzima. Ma in witro
Vinsulina dn sola non produce ossidazione dello zucelhero come Yenzima,
mentre lassociazione di cuzima pitt insulina nella provetta produce
an aumento della ossidazione dello zucchero, superiove a quella ofte-
nute col solo enzima. Fliniezione nell'nomo di insulina e di enzima
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produce una diminuzione del tasso glicemico maggiore di quello of-
tenuto dall’'uno o dall’altro dei due preparati. Ii che porta a conclu-
dere che lazione insulinica & in funzione dell’enzima ossido-riducente.

Certo & che si tratte di azionl diverse: I'emzima produce brucia-
mento dello zucchero, Uinsulina verosimilmente & un regolatore di
questo fenomeno, della massima importanza per la vita.

Molteplici fattori possono rendere gli enzimi inattivi o insufficienti
come nd esempio le malattie infettive e le loro tossine. Sia gli enzimi
ossido-riducenti, sia i lipolitici, come anni addietro noi abbiamo potuto
ampiamente dimostrare (1), sono inibiti nella loro azione durante il
decorso di malattie infettive. Ciod nel decorso di queste Venzima ossido-
riducente viene danneggiato & l'Insulina, che agisce in quanto trova
Venzima attivo, rimane anch’essa inefficace; l'introduzione dell’enzima
produce allora una ripresa del funzionamento dell’insulina.

Riassumendo: 'enzima ossido-riducente scompone i glucosic tanto
nella provetfa quanto nell’organismo, mentre Uinsulina regola Uazione
enzimatica. Cid & confermato dal fatto che Uinsulina non agisce quando
per cause infeltive Uenzima & attenuato o distrutto. Le vaviazioni nei
processi osstdativi sono consegquenza dell’azione enzimatica, regolata, aw-
mentata, diminuite dell’azione ormondle.

L’ormone insulinico non agisce direttamente sulla sostanza da scom-
porre, ma agisce sull’enzéma, per cui se questo wiene distrutto rimane
nulla Uazione ormonale.

Prorocorro 1.

1) ee. 2,0 enzima n. 3 4 ce. 1,0 soluzione di glucosio 109/ + cc. 2,0 sostanza tam-
pone + ce. 0,6 soluziene bleu di metilene
dopo 4 ore == decolorato
dopo 8 ove = BaCO,; 444+ {precipitato melto abbondante)

2) ce. 2,0 enzima n. 5+ cc. 1,0 soluzione di giucosio 109/, + cc. 2,0 sostanza tam-
pone + ce. 0,6 blen di metilene
dopo 4 ore == decolorato
dopo B ove = BaCO; 4+

(1) M, GuiroN, = Zentralblatt fiir innere Moedizins, 1988, n.16; «Fermen-
tforschung », Bd. 14, Heft 2 (1934),
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83 ¢c. 2,0 enzime n. 6+ ce. 1,0 gsolazione di glucosio 100/, + cc. 2,0 sostanza tam-
pone + ce, 0,6 bleu di metilene
dopo 4 orve = decolorato
dopo 8 ore = BaCOy +++

4) controllo 1 = ec. 1,0 soluzione glucosio 109/, + ce. 2,0 sostanza tampono + ce. 0,5

e

blen di metilene
dopo 4 ore == nessuNA decolorazione
dopo 8 ore == nessun precipitato ¢ nessuna decolorazione

5) controifo 2 == cc.2,0 enzims + ce. 2,0 sostanza tampone + ec. 0,5 bleu di metilene

~es

dopo 4 ore == messuna decolorazione
dopo B ore == nessua precipitato e nessuna decolorazione.

ProTocoLLo 2.

1) ¢c. 2,0 enzima 0.6 + ce. 1,0 solugione di glucosio 109/, + ce. 2,0 sostanza tam-
" pone + ce. 0,56 bleu di metilene
dopo 4 ore = dscolorato.
dopo 8 ore = Ba GOy +++

2) ¢e. 2,0 enzima n. 6 - ec. 1,0 soluzione di maltosio 109/, + cc. 2,0 sostanza tam-
pone + cc. 0,6 bleu di metileno
dopo 4 oxe = decolorato
dopo 8 orve = BaCOy 4+

B

=

ce. 2,0 enzima n. G 4 cc. 1,0 soluzionse di lattosio 109/, & ce. 2,0 sostanza tam-
pone + ce. 0,6 bleu di metilene

dopo 4 ore=— decolorato

dopo 8 ore = Ba GO, 4+

4} cc, 2,0 enzima n.6 + ce. 1,0 soluzione di sacearosio 100/, + ce, 2,0 sostanza tam-
pone + ce, 0,5 di bleu di metilene
dopo 4 ore == decolorato
dopo 8 ore = BaCO, +

B) controllo == cc. 2,0 enzima + cc. 2,0 sostanza tampone + cc. 0,6 blen di metilene
dopo 4 ore == nessuns decolorazione
dopo 8 ore == nessun precipitato e nessuna decolorazione.
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1)

2)

3

~

1

.2)

3)

1)

Prorocorno 3.

ce. 2,0 enzima n. 3+ ce, 1,0 soluzione satura di ossalanto di ammonio 4 ce. 2,0
sostanza tampone -+ ce. 0,5 bleu di inetilene.

dopo 4 ore — decolorato

dopo 8 ove:=BaCO4 +-+-+

¢c. 2,0 enzima n, 6 4 ce, 1,0 soluzione satura di ossalato di ammonio 4 cc. 2,0 so-
stanza tampone + ce. 0,6 blen di metilone

dopo 4 ore == decolorato

dopo B ore =BalCO,; +++

controilo == ce. 1,0 soluszione satura di ossalato di ammonio + cc. 2,0 sostansa
tampene + ce. 0,6 bleu di metilene

dopo 4 ore = decolorazione

dopo 8 ore = nessun precipitato e nessuna decolorazione

Proroocorio 4.

cc. 1,0 insulina (10 unita) + ce. 1,0 soluzione di glucosio L0, + ce. 2,0 sostanza
tampone + ce, 0,6 blen di metilene

dopo 4 ore = nessuna decolorazione

dopo B ore = nessun precipitato e nessuna decolorazione

ce, 2,0 enzima n. 8+ ce. 1,0 soluzione &i glucosio al 109 + cc. 2,0 sostanza
tampone + ¢¢. (4,5 blen di metilene

dopo 4 ore == decolorato

dopo 8 ore = BaCO, +++

cc. 1,0 insulina (10 unitd) + cc. 2,0 enzima 1n. 8 + ce. L0 soluzione di .glucosic
al 109, + ce, 2,0 sostanza tampons + ce. 0,6 bleu di metilene

dopo 4 ore = decolorato

dopo 8 ore —= BaCQ, ++++

ce. 1,0 enzima n. 8 + ce. 1,0 soluzione d&i glucosio 109, 4 ce. 2,0 sostanza tam-
pene + c¢. 0,56 bleu di metilene :

Dopo 4 ore == decolorato

Dopo 8 ore == BalO0, +
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5 ce, [,0 insulina (10 unitd) -+ ce. 1.0 enzima 1. 8+ ce, 1,0 soluzione di glucosio
L0, + co. 2,0 sostanza tampons 4 oo 0,5 blen di moetilene

Depo 4 ore = decolorato
Dape 8 ore == BaCOy ++

Prorocornio 5.

Coniglio del peso &l kg 2,000 a diginno
Ore 9,00 glicemia 1,709,
Tniezione endovenosa di ce. 5,0 di enzima n, B
Ore 9,10 glicemin L,60%,

» 920 » 1,409/,

» 9,80 » 1,40/,

s 940 s 1209,

o 950w 0,900,

s 1000 5 1,00%

» 10,10 » 0,70 %

» 10,30 » 0,40%4

» 10,40 » 0,70 %0

» 11,00 » 0,80,

» 12,00 » £,009%,,

s 15,00+ 1,20%,

» 17,00 ” 1,609,

s 17,80 » 1,T5Y%g




-N, 4
pag. 19-88,

CONTRIBUTO ALLO STUDIO LOCALE
DELLE TRASFORMAZIONTI PUNTUALI
FRA DUE PIANI

LAURA FARINA

SYMMARIVM. - Perpenduntur punctuales transformationes inter proximas
infinitesimas regiones dworum earum punctorum correspondentinm, cuom duo vel
tres inflexionales dimensiones inter se simul incidant; hae transformationes in-
vestigantur usque ad determinationemn alicuius relationis intrinsecae localis,

PreMEssa

1. - Le trasformazioni puntuali fra due piani proiettivi sono state
studiate dal Viuna e dal Bomeran: (1) secondo differenti punti di vista.
1 noto che una trasformazione puntuale determina una proietti-
vith fra le divezioni uscenti da due punti corrispondenti O ed O ¢ che,
in generale, esistono tre direzioni per O tali che ad clementi di flesso
ad esse tangenti corrispondono elementi di flesso per O; queste dire-
zioni sono dette caratteristiche od anche inflessionali.

Il Bosrrant ed il Virra (®) hanno dimostrato che solo lungo tali di-
rezioni supposte distinte la trasformazione & approssimabile fino all’in-
torno del 2° ordine da proiettivitd, che vengono dette caraiteristiche,
mentre l'approssimazione fino all’intorno del second’ordine secondo

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Ugo Amaldi il 16 settembre
1944,

(") E. Bouriant, Sulle trasformazioni puntuali fra piani proicltivi, (« Atti
R. Acc, d'Itatia =, (6), 13, 1942, 837-B48),

(*) M. ViLa, Trasformazioni quadratiche oseulatrici ad una corrispondenza
puntuale fra piani proiefiivi («Rend. R, Acc. d'Ttalia 2, {7), 8, 1942),

4 Acta, vol. VIII,
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direzioni qualunque & possibile modiante trasformazioni quadratiche,
che vengono dette per gquesta loro proprieta, osculatrici: ¢ ue 81~
stono oo?. I1 BoMpranr poi, esaminando il comportamento di esse fino
allintorno del 8° ordine, ha posto in evidenza per ciageuna qualiro
direzioni d’iperosculazione, mediante le quali si riesce a dare un rife-
rimonto proiettivo intrinseco e una forma canonicea della trasformazione.

In questa Nota ci proponiamo di esporre i risultati analoghi a
quelli ricordati relativi al caso in eni le direzioni inflessionali non

sono tutte distinte.

Srupio LOCALE DELLA CORRISPONDENZA
NEL CASO DI DUE DIREZIONI INFLESSIONALL COINCIDENTY

9, — Slano

. J T = o A thgo X+ 2y XY + oy Y
[2.1]
l §=ay + b % 4 20y Yy + bes Y+
le equazioni, in coordinate non OmMOZENGe, di una trasformazione pun-
tuale fra duo piani proiettivi = e =, regolare negli intorni di due punti
corrispondenti O ed O di coordinate (001), in relazione ad un riferi-
mento in cui gli assi e le rette @=y, Z=={ sl suppONZONO COITi-
spondenti nelle proietivith subordinate dalla trasformazione fra i fasci
di centro 0, O.

Ad un T, di flesso §=m &+ [3] corrisponde un B, y==ma+{3]
pure di flesso se, o solo se,

[2.2} a02m3+(2a111'—b32)m2 '*“ (ago—"gbil)m_bzo mO

Questa equazione, supposta non identica, & lequazione deile di-
rezioni inflessionali associate ad O. Supposto che essa abbia una radice
doppis. e fatte coincidere le due rette inflessionali che le corrispondono
con y=0 o la terza con =0 risulta 6ga==0, A ==2by,bp0=0 0
le [2.1] divengono

T == o 4 Gg 2 + Bag 2y + ..

[2.3]
J=oy + gy + bee y* A e




ACTA a1

La proiettivith caratteristica sulla direzione inflessionale semplice ha

Vequazione § = ---mf'g!-—- . Analoga proiettivitd di equazione & == e
1——0231 1920,
o o

sussiste per la direzione inflessionale doppia. Poichd le direzioni in-
flessionali ‘relative ad un punto O di una trasformazione quadratica
sono le congiungenti O con i punti fondamentali, se esistono trasfor-
mazioni quadratiche osculatrici in O alla {rasformazione puntuale esse
non devono avere alcun punto base al di fuori delle direzioni infles-
sionali; anzi due di essi dovranno essere infinitamente vicini ad un
punto della refta inflessionale doppia =0 ed il terzo sulla direzione
inflessionale semplice @ =0, Se indichiamo con l=l—ux—uvy=0
la retta per i due punti base distinti e Z— sy =0 la tangente alle
coniche della rete omaloidica nel primo di essi, di coordinate omo-
gence {10w), tre coniche della rete sono

[2.4] ail—oyt=0, yl=0, =0

Le equazioni di una trasformazione quadratica determinata dalla
rete di coniche individuata dalle [2.4] e che approssimi la [2.3] fino
all’intorno del 1° ordine sono necessariamente del tipo:

xr = Gt.’L'(l"-—U'y)
z2=l—Bal—sy)—yyl

cioé, in coordinate non omogenee,

06 Z=oazil—(@+ P+ +y—o)yl+ (3]
- j=oyil4 @+ Qo+ @+ gi+ (8]

Affinché questa trasformazione guadratice coincida con la data
fino all'intorno del 2° ordine deve esserc

[2.7] a(u+0)=as a(v+y—ao)==2a, alv+y) =1
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Scelti w o v ad arbitrio e ricavati in conseguenza P, v, ¢ de queste
relazioni, le {2.6] sono le equazioni di una determinata trasformazione
quadratica osculatrice. Esistono quindi oo® trasformazioni quadratiche
che approssimano la data fino all'intorno del 2° ordine. Le [2.b] &'in-
vertono nelle

[ Xz XY
[2.8] y =jl—of)
1 i o= I(1—oy) +uEl + v (oY)

ove l=p&+y§+tak.

Se assumiamo come Py(100), P2(010) in 7 gli omologhi nelle
proiettivith caratteristiche dei punti P, (100), P5(010) scelti ad arbitrio
in % i ha a@p=Dbe=0. Dovrd allora essere P==—u,y==-—1%, per
cui le [2.5], [2.8) si riscrivono

& = am(l—oy)

(2.5 § = ayl

[2.8] y = §l—o3) |
Z =il —ag)+uBl+oil —of)

Notiamo che per la rete omaloidica in = & I —cf=0 la con-
giungente i due punti fondamentali, mentre I==0 & la tangente in
(20u) a tutte le coniche della rete. Poiche i punti fondamentali in =
sono S;(10%), S2(01%) ¢ la tangente in Sy incontra OS5, in T(0,1, v+0)
e in 7 gli analoghi punti sono Si(z0u), S50, 2, v + o), T(Oze) si vede
che la prolettivita caratteristica, su y=0 fa corrispondere 5; ed §1,
mentre la proiettivitd caratteristica su =0 fa corrispondere ad Sg
il punto T e a T il punto S,. Se si fissano a placere Sy, Sy resta
determinato T, quindi la configurazione analoga in T; ma con cig,
a differenza del caso gemerale, non resta determinato wn riferimento

fra 1 due piani.
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8. -~ Le [2.5] in coordinate non omogenee e fino all’intorno del
3° ordine sl scrivono

{ B=ox{(l—oy—vey?)+ (4]
[8.1]

g=oay(l+ucay) + [4]
Confrontinmo gquesta con la trasformazione date ciod con

T = GCSC(]. —cy)+a30933+3a21w2y+3a12wyﬁ+a03y3
[3.2]
g:ay +ba°ac”+3b21w2y+3b12wy"+boay3

Dove, per le [2.7], abbiamo posto —w«o al posto di 2ay.

Se si cercano le direzioni di iperosculazione, ossia le direzioni
lungo le queli le [3.1], [3.2] operanoc allo stesso modo fino all'intorno
del 3° ordine, si trova per esse l'equazione

agam*+ (3 are— bog+ 2 v0) mP+ (B ag — b+ aue)m®+ (e — by ) m — bgp=—0
Vediamo ora se esistono trasformazioni osculatrici tali che una delle
direzioni di iperosculazione sia tripla, ciod tali che Vequazione pre-

cedente sia equivalente a

(m—2Fm ) =0

Dev'essere
37\']']-’-’:— Bap —byt+ave 3)\(1_]_!}‘): Bag; — Bbig+aus
{3 3] o3 (4375
' . g 3 bay 3 by .
A (SP‘+)\):__T:_ A ymwwgom‘;-:ﬁ

Le ultime due relazioni determinano k e p. in funzione di A e B,
che sono noti non appens siano date le [3.2]. Se si elimina p fra esse
si ha per la direzione tripla I'equazione del 4° grado

[3.4] M+AX+3B =0
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Esistono quindi quattro coppie %,y del tipo cercato poichdé per
ogni radice di questa equazione si ha un valore di p.. Poichd inoltre
le [3.8] determinano w e v una volta assegnato %, © quindi wna tra-
sformazione quadratica, ‘possiamo, in relazione alla scelta di %, fissare
il riferimento nei due piani % e ©. Assumiamo in =: la congiungente
i punti fondamentali della trasformazione quadratica, determinata
dalle [3.8] in consoguenza di %, come refta impropria 2=0(u=0v=0}
e il punto unitd nel punto comune alla tangente fissp alle coniche
della rete ed alla direzione di iperosculazione tripla scelta: si ha
6=1,2=1 per cui A+3B+1=0, che esplicitamente si serive

1_3.5] g0 — Sbgy — Bb;j{) -+ Aoy == 0

Su % risulta «retta impropria» ciod Z==0, la congiungente i
punti fondamentall §;,T o si pud assumere il punto units sulla tan-
gente ¢ nella direzione di iperosculazione triple anch’essa rappresentate
de %—1 con che x=q ¢ quindi a==l. Assieme alia 13.5] tenendo

by . . . . .
‘presente che p=-——- sl Servono dopo cid lo seguenti relaziomi

o3
fra i coefficienti della trasformazione

— b3g+ By~ bos+Bagg =0
[3.6]

— gy b —bat ap=0

Agsegnati ad arbitrio aso, G, des, @os, bao le [8.8}, (3.6} determinano
big, bar, boa. Abbiamo cosl cinque invarianti del 3° ordine ¢ la forms

canonica

Fe=w(l—y) +@pa’ + Ban *y + Baxy’ +apy® +[4]
[3.7) §j= y +bga® + {as—Bbao+ dog) X Y +
+8 (1)30*— Cog + ﬁrzi) .’By‘z-i- (3 o3 + Bd9— b{j[_)) y3+ [4.]

per le equazioni della trasformaszione.
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SiaNIFICATO GEOMETRICO DEGLI INVARIANTI

4. - Vogliamo ora costruire geometricamente un sistems di in-
variantl equivalenti ai cingque frovati ¢ dare quindi mediante essi un
significato geometrico ai cingue coefficienti relativi al 8° ordine. Si ri-

cavano subito ag, b come invarianti di contatto fra gli By &=-—agy?,
y=-—byx® comispondenti ad F=0, F=0 con @=—p° yo==—a?
rispettivamente (si noti che w==-—p3 y=-a® hanno, rispetto al
fissato riferimento, un ben preciso significato geometrico). Osserviamo
che — z% si presenta anche nel birapporto relative alle direzioni

inflessionali ¢ a quelle di iperosculazione per %=1, Niente di nuovo
si ricava dall’osame di altre direzioni di iperosculazione velative alle [8.4]
e da trasformati di elementi ;. Per determinare as; osserviamo che

( ,m"m_—l—) & la posizione limite =0 su @ =0 dell'intersezione di z=0

e della direziono inflessionale associate ad un punto P ed avente z==0
come posizione limite quando P tende ad O su di una curva tangente
ad y=0 (le intersezioni rimanenti delle direzioni inflessionali in P
sia su =0 che su y=0 lLanno per limite G).

Un procedimento analogo a quello seguito dal Bomprant (loc. cit.
pag. 847-848) permotte di ricavare il significato geometrico di ag, as.
Ticco come si procede. Proiettiamo su y=0 l'elemonto y == — by °
corrispondente ad §=1[4] da un punto di z=0. Si ha la corrispondenza.

"=+ [4] fra le ascisse @ dei punti dell’elemento e quelle 2’ delle proie-
zioni dei medesimi. Per la corrispondenza (3.7] & pol @=x+agz®+[4]
o 1l prodotto delle due-corrispondenze, posto x al posto di «', & ap-
prossimate fino al 3° ordine da

[4;1} apxa’+ax—T=0
che rappresenta una proiottivita fra i punti di 7=0 o le coppie di

un’involuzione su y=0. Alla coppia passante per m==1 corrisponde

1
rapporto in relazione ai punti (001), (100), (101},

in F==0 il punto (——_1—%,0) che permette di ricavarc agp come bi-
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'Se si considers il trasformato doll'elemento Z==[4] e si procede
in modo analogo si ottiene una corrispondenza analoga alla {4.1] fra i
punti di y=0, =0 e si ricava quindi @;3. Dopo ¢id i cinque coeffi-
cienti della trasformazione [8.7] sono tutti geometricamente nol.

I CAS(C DELLE TRE DIREZIONI INFLESSIONALL COINCIDENTI

_ 5. - Riprendiamo le equazioni {1.1] della trasformazione puntuale
e l'equazione [1.2] delle direzioni inflessionali. Le equazioni [1.1] di-

VONgono

[5 1] Em0(35+241133y+a02y2+(?3(xy)+[4]
J==ay+2any®+ $a(xy) -+ [4]

quando ¢i si ponga nell'ipotesi che le direzioni inflessionali per O
siano tutte coincidenti nella y==0 ¢ si assumano corrispondenti nella
P . - ox .
prolettivita caratteristica |&— — che sussiste tuttora per la
20
1o
o

direzione inflessionale tripla, i punti P;{100}, P;{100).

In questo caso una trasformazione quadratica oséulatrice dovra
essero determinata da una rete di coniche aventi a comune un Ey con
centro sulla retta inflessionale tripla y=0, giacché non deve esserci
aleun punto fondamentale al di fuori della retta stessa.

T.a rete di coniche definita dalle

(ze—tzvy)+ oyt =0, z—uz—20y)y=0, F—ue—ovyP?=0

ha appunto un I, base, di centro (10%) ¢ con tangente z--ux—vy=0
definito da p. La trasformazione quadratica osculatrice determinate
da questa rete se coincide con la data flno all'intorno del 1° ordine
ha le equazioni

x

f

ay(z—ux—vy)x+ py*}
(52} §=a (g~ uz—ovy)y

I

[y

(2 — ww — vyl B} (o —wm — w) 2+ py*+y (e war— )y
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le quali, in coordinate non omogenee e fino all’intorno del 3¢ ordine,
posto per brevith A=wa + vy, B=pa +yy, si scrivono

55 {cﬁm;mw<AWB>w+'pyﬂ+(A_B>‘3w+p(ﬁA—2B+~ry>yﬂs+[4:1
J.
J=aiy—(A—~B)y+A—BPy—oBy*+[4]

Perché questa trasformazione quadratica coincide con la data fino
al 2° ordine ineluso occorre e basta che sia P==1, “(v—y)=2ay,
xp==ag. Si hanno quindi oo trasformazioni quadratiche osculatriei.
Le [6.3] si riscrivono ora
T==oja+@—y)ay+ oy + (@ — 1) 0y’ + o2 — )5 + 4]

[5.4] {
g=oly + @1y +[(v—7)* —pu]y*} + [4]

6. - Le direzioni di iperosculazione per questa trasformazione
alla [6.1] hanno Peguazione

(a0 — (20— )] -+ [Batsg — boy — p ] m® +

- [3(121 -— 83)13} m? 4 [d30 — gbgl] M — Dyp== 0

Vediamo se, come nel caso precedente si possono far coincidere
tre direzioni d’iperosculazione. Scritte lo analoghe delle [3.3] si ottiens
l'equazione di 2° grado

: 161] ((Zgl e blg) g (3])21 e agg) A= 21},}0

analoga alla [3.4]. Si hanno ciod due trasformazioni guadratiche
osculatrici con una retta d'iperosculazione tripla ed una semplice.
In relazione ad una di esse, presa la retta tripla eome asse @ ==0
e la semplice come retta =y e inoltre: la tangente al suo By base
come retta 2=0 (u=v==0), si hanno per i coefiicienti le condizioni

(6.2] bio=an, an—38ly—Dbyp=0, Bap=0by, xagp==2ay

Con cid le [B.2} divengono

& == oes - aop gt

e
|

= AYr

6.3]

N

=2 agyz
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Completiamo il- 11fer1mento nel. pmno w plendendo come punto
unitd Vintersezione di x==y o dolla. .conica axz4+ any’=0 corri-
spondente ad &=0 ossia appartencnte alla rete omaloidica e tangente
ad @=x0 (o= amp). .

Su = prendiamo l'asse 7=~0 in modo che la conica 22— apyz==0
corrispondente in = siriduca a 2° =0 (agg==0) o i1 punto unitd su =0
nel corrispondente del punto unitd (111) su =, nella. trasformazione
quadratics (#==1). Cosl complotati i riferimenti nei due piani si ha
per la trasformazione puntusle la forma canonica

T=a —y® + g0 &® + Batoy X* Y + Baspw y* + [4]
[6.4]
F==  y +(@s—Bba)a&® + by a®y 4 Bam xy* + Barey® + (4]
e 1 quattro coofficienti ago, @21, a1z, by sono 1 suoi invarianti proiettivi
fino al 8° ordine incluso.

SIGNIFICATO GEOMRETRICO DEGLI INVARIANTI

Costruiamo ora, come sl n. 4, un sistema di invarianti equivalent
ai quattro trovati. La considerazione di elementi trasformati di ele-
menti differenziali noti permette solo di determinave ag— b come
invariante di contatto di §= {az — 3ba1) @, omologo nelle [6.4] di y==0,
con J== 3 © by come funzione dellinvariante relativo a &==# + 3by >,
corrispondente di x=y+3* insieme a F=F+ 7" Per gh invarianti
rimanenti procediamo come al n. 4. All'elemento &==[4] corrisponde,
per le [6.4] I'E; we==y®+[4] che, proiettato da (010) su «=0, da
Inogo sillq corrispondenze y =y + [4]. Il prodotto di essa e dell'altra
§=y+Bawy*+ (4], determinate dalle [6.4] d& origine ad una corri-
spondenza fra gli assi ¢==0, #=0 approssimata fino al 8° ordine dalla

[7.1] Baniy'+y—§=0

analoga della [4.1]: per essa valgono considerazioni analoghe a quelle
gi4 fatte. Per ricavare infine un invaviante che permetta di determinare
@z si consideri Pelemento o ==y +[4] e la corrispondenza §==y + (430 +
+ Bag +Baw) ¥° +[4] che viene in conseguenza determinate dalle [6.4} ece,
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NOTE SULLA RIPRODUZIONE IN CATTIVITA
DEL CERVONE (BLAPHIS QUATERRADIAT US) Lats.

(Con una tavola)

ERMANNO BRONZINI

SYMMARIVM, — Auctor notum faeit quid perspectum sit ex arbificiali ovorum
Flaphidis quaterradiati Latr, incubatione; eius concinsiones (quae differunt a
eonclusionibus quae a Peracca, experimentis notae orant), attents ratione qua in-
cubatio facta est, videntur proxime exprimere id quod in rerum natura aceidit
qriod attinet ad eam spociem,

Sull incubazione artificiale o sulla schiusa, delle uova di Flaphis
quaterradiatus Latr. gia il conte Puracoa (") fin dall’anno 1886, ha
reso note un complesso di acute e minuziose osservazioni; e tale & la
serietd del lavoro e tanfo il nome dell’illustre conoscitore di retitili,
che ancor oggi, nei vari testi dells materia, vengono riportate a pro-
posite di questo Elaphis i risultati e lo conclusioni delle esperienze
del Puracca, secondo eui Iincubazione delle uova di cervone dura
b6 giorni ad avviene ad una temperatura media di 23e centigradi.

Anch’io, nel 1939, ho avuto occasione di praticare 1'incubazione
artificiale delle wova di Elaphis quaterradiatus : ma, pur avendo osser-
vato in linea di massima gli stessi fenomeni gis descritti dal conte Pr-
RaCO4, 1 risultati da me ottenuti mnon concordano con i suoi né per

r——— e

(*) Memoria presentata dall’Accademico Pontificio Giuseppe Lepri il 22 ot-
tobre 1944,

(*) PeErACOA Mario C., Osservazioni intornoe alla deposizione ed incubazione
artificiale delle ova dell’ Elaphis quaterradiatus (Latr.}). In: «Bollettine dei Musei
di Zoologin ed Anatomia Comparata della R, Universith @& Torino », Vol. I, n. 186,
19 novembre. 1886, '

b Aste, vol. VIII,
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quanto riguarda la durate nd _per.qua.ntozsi riferisce alla femperatura
“dell’incubazione, Per la qual "qosa,'_ ritengo opportuno ritornare sull’ar-
gomento, onde esporre. Que__lle'.os's.er'{ra;zioni che, discordando dalle altre
del PEracca, portano necessariamente a conclusioni diverse dalle sue.

11 18 maggio 1939 giunsero al nostro Zoo due femmine adulte
di cervone, press’a poco delle stesse dimensioni e lunghezza ed’ in
ottimo stato di salube, catturate una quindicina di giorni prime nel
tervitorio di Zara. Io le misi in una gabbia assieme ad un grosso
maschio della stessa specie catturato gid de aleuni giorni nella cam-
pagna romana ¢ subito portato al nostro rettilario.

Quivi la gabbia per i cervoni & costituita da un comodo terrario,
riproducente il piti possibile I'habitat preferito: une vaschetta con
acqua corrente, circondata da una stretta fascia sabbiosa; rimanente -
terreno in terra di castagno, con erba, cespugli, alberelli. Sullo gfondo,
un piccolo rilicvo roccioso, con le sue anfrattuositd, permette al ret-
tile di nascondersi alls vista (quando non gli vada di celarsi sotto la
verdura) pur rimanendo esposto al sole, 1 cul raggi arrivano alla gabbia
dirottamente, essendo il soffitto della stanza di vetro, e per di pil
apribile. La temperatura media del terrario si mentiene sui 26° een-
tigradi.

Non abituati, al nostro rettilario, alla riprodnzione di rettili, ne io
né 1 guardiani ponemmo nei giorni seguenti attenzione al contegno
dei cervoni. Lia mattina del 16 luglio il guardiano, entrando in gabbis
per la quotidiana pulizia, scorgeva sotto ad un cespuglio, un amimasso
di 11 uova color giallo-chiaro avorio, quasi grosse come quelle di gal-
lina, ed ineollate l'una all’altra da muco ormali rappreso. Il guscio
pergamenaceo ors gid indurito, e le singole nova si presentavano ben
gonfie, di forma grossolansmente ovoidale a tratti deformata per il
mutuo contatto. Ne dedussi che la deposizione era avvenuta duraunte
la notte, & che ormai da molte ore le nova avevano sentita lazione
dell’aria. '

Tl mattino del 22 luglio, in una anfrattucsitd della roccia, furono
trovate altre 12 uova, raggruppate insieme o simili nell’aspetto e nei
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particolari alle prime, dalle quali differenziavansi solo per una colora-
zione pi gialla del guscio e per il fatto che su questa tinta fonda-
mentale avorio spiccavano qua e 13 alcune tonde macehioline bianche.
Anche queste uova risultavano ormai deposte da molte ore; senze
dubbio, erano dovute all’altra femmina.

Sulla traccia di quanto viene riferito da Orre von TomassINI e
da altri autori (*), secondo cui il cervone si accoppia in giugno e de-
pone dal 15 luglio alla metd d’agosto, io sono portato a credere cho
nel caso de me descrifto l'accoppiamento e, quindi, la riproduzione
-del cervoni, sia avvenuto in cattivith, mentre & da ritenersi meno pro-
babile che le due fommine su-descritte, tolte alle vite libers nei pri-
missimi giorni del mese di maggio, si fossero enfro tale epoca gia
accoppiate e pertanto, giungendo al nostro Zoo, contenessero uova
‘fecondate.

£ B

Nella mattinate del 15 luglio preparai une. cassettina di lamiera,
di forma cubica con lato di 30 em. La riempii di erba e foglie; vi
misi sopra le 11 uova e le ricoprii con un sottile e rado strato di
-muschio. Conficcal nell’erba un termometro, Introdussi tale cassettina
in un’altra cassetta pilt grande (all’incirca di 5O cm. di lato) nella
quale versai un po' d’acqua fredda. Questo apparato costitui 1'incuba-
trice; e fu tenuto per tutto il tempo dell'incubazione in una came-
retta bene illuminate, dove in alecune ore della giornate si raggiun-
geva la temperatnra di 26° centigradi.

A differenza di quanto fece il Prracoa che collocd le uova sopra
un letto di sabbia e, ricopertele con un leggero strato di muschio,
lascid che I'incubazione avvenisse ad opers del calore solare, usu-
fruendo in fal modo di una temperatura variabile da un massimo
{medio) di 26° ad un minimo (medio) di 19° centigradi, per cul ne
risultd una temperature media di incubazione di circa 23° io sfruttai
per I'incubazione delle uova il calore dovuto alla fermentazione delle

(}) Cfr. a tale proposito: Breum A., Tierleben, « Lurche und Kriechtieve »,
sscondo velums, pag. 367, Lipsia. 1913,
Vawponr C., I retiili d’ Italia, pag. 195, Ed. Hoepli, Milano, 1914,
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. sostanze vegetali della cassettina; e poichd -talvolta entro questa la
temperatura saliva fino a 827, io -tempe.ra.vd tale eccesso con aggiunta
0 con rinnovo di acqua fredda nella cassetta -esterna, cosi che dopo
alcune giornate di tentativi riuscivo a stabilizzare la temperatura sui
27° centigradi; ed il vantaggio di tale sistema, rispetto a quello adot-
tato dal Pzracca, fu che la temperatura di incubazione si mantenne
costante sin durante il di che la notte, e superiore di ben 4° a quella
media ottenuta dal Peracca stesso.

Tl giorno 22 luglio, quando l'altra femmina depose le 12 uova,
collocai anche queste nell'incubatrice, avendo perd cura di tenerle se-
parate dalle prime.

Lie novn si mantennero sempre uguali; dopo qualche giorno di
ineubazione, poiché mi parve che un uovo di quelli deposti il 15 lu-
glio accennasse ad ammuffire, lo tolsi dall’incubatrice e lo apersi; ne
apparve un embrione di & cm. e mezzo, rosso ed ancora palpitante.

Sicuro, dopo tale constatazione, che le unova erano fecondate e

che lo sviluppo embrionale procedeva in maniera soddisfacente, dedicai
de allora, per tutto il rimanente tempo, le maggiori cure aile uova,
e pertanto non smisi mai di sorvegliare il funzionamento dell’incu-
batrice. :
Intorno alla metd d'agosto, mi parve che le nova corressero il
pericolo di seccare. Il guscio cominciave infatti ad afflosciarsi ed a
raggrinzirsi, ed il contenuto pareva in diminuzione. Soprattutto le nova
deposte il 22 luglioc m’apparvero come le pilt malandate: il giorno
17 agosto {(ciod, al ventisettesimo giorno d’incubazione) ne apersi una,
e vi rinvenni, ancor vivo, un embrioncino brune lungo 18 em. Apersi
contemporaneamente anche un unovo di quelli deposti il 15 luglio (i
quali erano ormai al frenfratreesimo giorno di incubazione) e potel
osservare un embrione in vita, lungo ben 20 em., di color bruno e con
le macchie caratteristiche dei giovani cervoni gid appariscenti.

Il mattino del 25 agosto, osservando le uova, cbbi 'impressione
che quelle deposte i1 15 luglio fossero meno floscie del solito, e che
stessero per riprendere il primitivo turgore. E cosi per l'appunto ac-
cadde. Senonché, prima ancora di avere riacquistato completamente
Vaspetto turgido dei primi giorni, ecco, al mattino del 28 agosto, com-
parire improvvisamente e su cingue uova contemporaneamente (ed in
tutte nella parte superiore) un taglio disposto secondo I'asse maggiore
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ed all'incirca in corrispondenza della zona centrale di questo, lungo
al massimo 2 em., con margini ben netti C leggermente accartoccinti
verso l'interno. Si determinava in tal modo una stretta fessura ovale,
attraverso la quale era dato distinguere an corpo scuro che si a.gl-
tava lentamente.

Nel giro di un’ora comparvero su ogni uovo altre fessure; al ter-

mine della schiusa queste hanno raggiunto, per ciaseun uovo, il nu-
mero di 6 o 7. In generale, la seconda fessura ha la stessa direzione
della prima, spostata a lato di questa di 5-6 mm., e situata verso uno
dei poli. Anche la terza fessura segue di solito la direzione delle prime
due, ed & di poco spostata da queste. Le fessure successive sono quasi
sempre dirette in altra direzione, cost da essere obliquamente disposte
rispetto alle prime che finiscono per esserne intersecate determinando
una pil grande aperturs a quattro o pit lembi, attraverso la quale il
serpentello emette il capo sforzandosi d’uscire.
_ Il Prracca ha descritto minuziosamente le fasi della schiusa, e
percid io non vi insisto ulteriormente sopra, se non per dive che la
fuoruscita dei piccoli avvenne nella mia incubatrice in un tempo ag,
girantesi tra le 4 e le 7 ore, contrariamhnte a quanto & accaduto al
Prracca il quale riferisce per le schiuse da lui osservate un tempo
di ben 24 ore.

Come ho gia detto, il piccolo comincia con Pemettere la sola testa;
sta in questa posizione alcuni minuti, talvolta anche mezz'ora, pol si
ritira. di nuovo tutfo quanto dentro 1'uovo, per uscirne poco dopo con
il capo ed il collo. Esegue questa manovra, pitt volte, e ad ognuno di
questi movimenti corrisponde uno sforzo sul guscio tendente ad allar-
gare sempre piu la fessura. Contemporaneamente, all’interno dell’ novo
la rimanente parte del corpo si muove lentamente, ed il rettile si as-
sesta pian piano preparandost all’uscita definitiva. Questa avviene in-
fine con un movimento metto e deciso: il neonato fa capolino dalla
fessura, ormai molto larga, con la testa ed il collo. & molto mobile.
Ste cosi qualche minuto; quindi, improvvisamente, sguscia fuori con
agilith sorprendente, tutto quanto, in un attimo. Comincia subito a
muoversi attivamente ed a girare per aleuni minuti; quindi va ad ar-
rotolarsi sotto qualche groviglio di erba e muschio. L'obliterazione e
conseguente cadute del cordone ombelicale avviene di solito dentro
Puovo durante le fasi della schiusa: su sette nascite osservate, un solo



34 PONTIFICIA ACADEMIA SCIENTIARVM

piccolo nacque avendo ancora il cordone ombelicale, ma egll stesso
se lo staced dopo una diecina di minuti di movimenti rapidi e stri-
gciamento sul suolo.
_ Dalle uova deposte 11 15 luglio nacquero in tutto 7 individui.
Poiché la schiusa si compl nella giornata del 28 agosto, ne consegue
che 'incubazione fu di 44 giorni. '

Le uova deposte 11 22 luglic andarono tutte a male ad eccezione
di una, che si schiuse il 2 settembre, con le stesse modalita e nello
stesso tempo gid osservati per le precedenti. Durata dell'incubazione:
giorni 42. '

Ecco adesso alcuni dati circa le dimensioni del corpo dei cervoni
alla nascita:

Iunghezza media . . . ecm. 306
diametro medic . . . mm, 10
peso medio . . . . . g. 16

Per quanto riguarda l'aspetto e le caratterittiche somatiche, ri-
porto integralmente la minuziosa ed esatte descrizione che ne fa il
Peracca:

« Parti superori (dorso e fianchi} di un color bianco eenerognolo, volgente al
bruno grigio sui fianchi, chiarissimo invece lungo la linea mediana del dorso,
Sul capo osservansi dall’avanti all’indietro:

1) una sottile linea nera concava all’indietro, che, partendo dal margine
anteriore dell’occhio, poniamo di destra, si porta in avanti in corrispoudenza
della narice, contorna il margine superiore dello scudetto rostrale e, lambendo
1a narice sinistra, texmina al margine anteriore deii’occhio sinistro;

2) una sottile linea biamco-broma, parallela alla precedente, di forma e
decorso uguale;

3) un tratto semilunare nero, concavo all’indietro, che collega i due occhi;

4) un tratto semilunare bianco-grigio, parallelo al precedento & general-
mente interrotto in tutte od in parte nel mezzo;
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5) una grande macchia nera, che occupa tutta la rimanente parte del capo
e Poccipite, dove si spartisce in due rami che, o si ricongiungono, limitando tra
- Toro una macchia hianeo-cenerognola, o termninanoc indipendentemente sul dorso,
o i collegano con la prima macchia dorsale, ora tutti o due, ora uno solo, Dal-
Tocehio parte una grossa fascia nera, che discende obliquamente all’indietro ad
incontrare 1’angolo della bocea.

Le piastre sopralahiali, gl scudetti naso-frenali e rostrali sono bianco bru-
nicei arabescati di linee nere.

Sul derso e sui fianchi si vedono sei serie longitudinali di maechie nere.
Le dne serie mediane sono generalmeute fuse insieme formando una sola serie
di grosse ed irrogolari macehie ners, che diminuiscono in grossezza dal collo
alla coda. Sovente si uniscono le precedenti alle seguenti irvegolarments e ven-
gono a costituire una linea nera a zigzag, che vicorda una simile disposizione
delle macchie nella colorazione del doxso delle vipere,

Sui fianchi stanne, come ho detto, due por lato, due serie di macchis nere :
la serie superiore fatta di macchie pil piccole di quelle del dorse, tondegginnti,
che talora confluiscono in 'qualche punto del corpe colle macchie dorsali; la
serie inferiore fatta di macchie irregolari, quadrate, che talora comunicano colle
macchie nere ventrali.

Le parti inferiori ora son ouniformemente di un oclore grigio-nerastro, ora
esistono due serie di macchie nero-grigie, che simulano due striscie nere, che
stanno sui lati dei gastrostegi o che limitano una striscia irregolare mediana di
un bianco rossigno poco spiccato. Tl vossigno aumenta verso la gola dell’animale,
dove & assai intenso e dove qua e 14 si vede orlare qualche scaglia »,

«Lie squame dovsali del giovane Klaphis sono press’a poco lunghe e larghe
egualinente, sono ciod a contorno spiccatamente ovale e non strotto od allungate
@ terminanti in punta come le squame degli adulti; di pit la carena ben visi-
bile nelle squame dorsali e candali degli adulti b, nell’ Elaphis neonato, mancante
nella regione dorsale anteriore del corpo o visibile appena nella regione dorsale
posterione del corpo, maneande di nuovo completamente nelle squame, della coda.
Solo dopo la prima muta la cavena delle squame comincia ad essore un po’ pill
visibile sul dorso e si indovina nelle squame della coda e della parte anteriore
dorsale del corpos.

1l giorno 8 settembre uno dei ¥ cervoni nati il 98 agosto mutd
pelle. Bntro il 6 settembre completarono la muta anche gli altri 6.

Nella. giornata del 16 settembre tutti i giovani prendevano per
la prima volta cibo, rappresentato da piccole Jucertole vive di cui essi
ne mangiarono tre o quattro per ciascuno.

Da quanto esposto, ne consegue che la prima muta avviene tra
il sesto ed il nono giorno di vita, mentre la presa del cibo si inizia
all’ety di circa 20 giorni.
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CONCLUSIONI

A proposito della durata dell’incubazione delle uova presso la
specie Elphis quaterradiatus Letr. cosi si esprime il PERacCA:

« I incubazione era durate dal 23 luglio al 16 settembre, ossia
b6 giorni, rimanendo le uova esposte ad una media temperatura di
28° ctg o mezzo.

Tnformatomi della media temperatura estiva del Napoletano (%),
seppi, dal chiar dottor F'eperico Sacco che guesta & a Napoli pre-
cisamente di 23°8 ctg.

Posso dunque affermare che la durate dell’ineubazione delle uova
di Elaphis quaterradiatus & in natura di circa B6 giorni, potendo le
vicende atmosferiche estive allungarla od abbreviarla di alcunt giorni ».

I risultati delle mie esperienze mi portano a concludere ben di-
versamente dal Prracca: l'incubazione delle uova deposte il 16 luglio
durd 44 giorni, queila delle uova deposte il 22 luglio fu di 42 giornl.
Circa laffermazione se in natura Vincubazione debba aggirarsi sul
49-44 giorni anziché sui 56, e viceversa, si pud discutere quale delle
due ipotesi possa apparire come pili probabile.

Tl Prracoa, come ho gia detto, sfruttando per 1'incubazione delle
uova il calore solare, venne ad usufruire di una temperatura variabile
tra i 19° ed i 26°, il che porta la temperatura media di ineubaziono
sui 23° & mezzo. To provocal con la fermentazione dei vegetall una
temperatura cho riuscii a stabilizzare entro gualche giorno intorno
al 27°,

So in naturs i cervoni dovessero affidare Uincubazione delle uova
sl solo calore solars, (come pare pensi il PERAcCA), dovrebbero de-
porre le uova in luoghi soleggiati, ed in tal caso questi luoghi do-
vrebbero essere scoperti e quindi, al tempo stesso, esposti alla vista
e, in genere, ai molteplici agenti esterni che ne comprometterebbero
fin dall’inizio Desistenza. K pilt probabile invece che le femmine de-
pongano in luoghi reconditi e protetti contro qu&lunqué evelllenza, &
percid di difficile accesso alla illuminazione solare diretta. Questa sup-

(4 Dal Nepoletano, infatti il Peracca aveva ricenuto o feramine di cervone
che deposero le uova oggetto della sua esperienza.
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posiziene appare ancors pih accettabile se si pensa come sia ben dif-
ficile, per .non dire quasi impossibile, percorrendo le campagne imbat-
“tersi in wova di rettili: il che significa che le madri hanno cura di
partorire le wova in luoghi non in viste e non facilmente accessibili;
nel qual caso, I'incubazione non pud essere pitt affidata al semplice
calore solare, ma devono necessariamente contribuire ad essa altre
cause, da ricercarsi con tutta probabilitd nel calore dovuto alla fer-
mentazione di corpi vegetali, oppure in altre condizioni conseguenti
8 particolari ambienti. Cid ammesso, viens logico pensare anche come,
in siffatte condizioni, la Natura tends sempre s realizzare wna tem-
peratura il pit possibile costante; o da cid apparirebbe chiaro che il
metodo da me adottato si avvieina pih di quello del Prracca a quanto
si attua in natura.

Riguardo al valore della temperatura, se esperienza del Prracca
ci dimostra che ad una media di 23° ¢ mezzo & possibile I'incubazione,
¢l dimostra anche — confrontandola con i risultati del mio esperi-
mento — che quando questa media & ottenuta tra i limiti i quali
(come 19° ¢ 26°) si allontanano molto dal valore medio, lo sviluppo
embrionale subisce un rallentamento (perch® & notorio che un mote-
vole abbassamento di tomperatura ostacola i processi embrionali), e
la schiusa stessa si compie in un tempo molio lungo (24 ore). Al cen-
trario, una temperatura costante ed elevata come queila provocata dal
sistema da me praticato, ha consentito 1'incubazione in un periodo di
texnpo inferiore di hen 12-14 giorni a quello ottenuto dal Preracoea,
¢ la schiusa si & compiuta celermente (4-7 ore).

In base a queste consideraziond, mi pave di dover concludere cle
la temporatura di 27°, rispetio a quella di 23° o mezzo, rappreseits,
I'optimum per 'incubazione delle uova di cervone; o poiché la Natura,
sempre provvida a gerantire esistenza di ogni specie, dispone le cir-
costanze ¢ gli istinti in maniera tale che tutie le manifestazioni vitali
si svolgano in ambienti o condizioni il pili possibilmente adatte a
favorirle, 1o sono portato a concludere che il procedimento da me
adoperato sia quello che pinh si avvieina a quanto si verifica nella vita
libera, e ritengo pereid di poter affermare che anche in natura — con-
trariamente a quanto sostiene il PEracca — l'incubazione delle uova
i Hlaphis quaterradiatus Latr, si aggira sui 42-44 giomni, o si svolge
presumibilmente ad una temperatura intorno ai 27° eentigrads.



Tavona I
Ermanno Bronsini, Note sulla riproduzione in cattivita del Cervone
(Elaphis Quaterradiatus) Lair,

Fra, 1.

“Fig, 8.



ACTA

DETERMINAZIONI DIFFERENZIALI
'_R_ELATIVE ALLE SUPERFICIE DI VERONESE )

. BOMPIANI

SYMMARIVM, — Auctor, adhibens doctrinam contactus duarum algebricarum
varietatum cuiusdam praefiniti typi, extruit superficies Vercnesianae, quibus
commune sit aut superficiel elementum secundi vel tertii ordinis (quod mnequit
esse genernle elementum ex 8), aut bina superficiei elsmento sccundi ordinis.

1. - 11 problema del contatto d’ordine superiore al primo fra due
superficie in un iperspazio (o di due V, in §,, con k <n-1) non &
del tutto semplice data l'arbitrariets delle rappresentazioni analitiche
di esse (che non sono determinate dall’ente geometrico). Questo in-
conveniente non si presenta per il contatto del 1° ordine, bastando in
questo caso esprimere che coincidono due piani (o due spazi lineari):
in esso, anche se non si faccia intervenire esplicitamente, gioca n
modo essenziale la identitd che si pone fra 1 fasci (o stelle) di tan-
genti, dal punto comune e che permette di scegliere, fino all’intorno
del 1° ordine, gli stesst parametri delle due superficie (o varietd).

11 problema si complica ancors se la superfieie (o varietd) essendo
algebriche devono appartenere ad un medesimo #ipo (p. es. essere su-
perficie di Venonese): perche, scelti su una di esse parametri che .fa-
cilmente ne assicurano l'appartenenza a quel tipo, si possono bensi sce-
gliere sulla seconda parametri che fino all’intorno d’ordine assegnato
del punto in esame coincidano con quelli; ma non avviene in generale
che con questi parametri si possano dare alle equazioni parametriche
della seconda superficie forma tale che ne assicurino l'appartenenza a
quel tipo,

{(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Ugo Amaldi il 15-IX-1944.

6 Acta, vol. VIIL,
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Esemplifico come si possano superare queste difficoltd nel caso
delle 3 di Veronose (e cosl potrd farsi pol per altre superficie o
varietd), E determino: 1) le superficie di VERONESE aventi in comune

- una calotta di 2° .ordine (o intorno del 2° ordine di un punto) e in
particolare quelle aventi inoltre in comune tre coniche per il punto;
2) le superficie di VeroNEsk aventi in comune una calotta del 8° or-
dine (che non & una calotta generica di 8, ma deve soddisfare a
6 condizioni; 8) le superficie di Veronese aventi in comune due ca-
lotte del 2° ordine,

2. — Data la superficie di Veronese F
1 — 22 — [, — — s 2
1] @=u®, @y =uv, dy==0", &, =uw, & =0w, ;= w

ci proponiamo di considerare lo sue calotte del 2° ¢ dol 3° ordine, ¢,
© G, aventl per centro il punto O (u==v =0, w#0) e lo superficie
di Veronese F che lo posseggona. '

Sia F una di queste superficie. Con lo stesso riferimento rispetto
all’ambiente 8;, siano @, 7, w parametri omogenei su F tali che in O
sia =720, 0. Se F ed ¥ si toccano in O si potrd far si che
le direzioni 4=0, 5=0, 2 =7% coincidano rispettivamente con le
direzioni % == 0, v == 0, u = v (s rappresenta cosi 'identitd fra i fasci
di tengenti sovrapposti); le equazioni di F saranno del tipo

EJ.:A.E? -’Ez:Bg, 55202, 53'4$D2+’t_£w,

(2] Ty =E,+vw, H=TF,+F, %+ u*
essendo A, , B,, ..., F, forme di 2° grado ed P, forma di 1° grado
in %, @.

Imponiamo ora che F ed ¥ abbiano in comune la calotta o,..
Poiché su I (e quindi nell'intorno di O per cul ws£0) &

£ . 2 o —
{3] &Ly B == Xy° , Ly By = By By, Ly X == B2

queste equazioni dovranno essere soddisfatte a meno di fermini del
3" ordine in %, © anche dalle coordinate Z,. Cid di

[4] A=, By=uv, G =72t
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quindi le [2] si riscrivone

— 2 e 27
mi-—-u,xg—-uv, 3

H

%, 5, =D, +ub,

15] B, + 5%, 5 — F, + % + &

&

e

Finora % & vincolata alla sola condizione di essere 0 in 0;
i == 0 pud rappresentare su F una qualsiasi conica non passante per 0.

Disponendo guindi di una sostituzione del tipo w =W + « @ + %7
‘possiamo determinare e e § in modo che nelle equazioni trasformate
.delle precedenti vengano a mancare in & i termini in u* e .

Cid fatto, indicate % e » con U ¢ V, senza stare a cambiare i
simboli per le forme in U, V che restano arbitrarie, si hanno le
‘equazioni di F

® 2, =1, 8=0V,5,=V, &=0D,+VW,
[} 55:E2+VW,EG:va+FLW+W2

Poichd il sistema dei parametri U, V, W (omogenei) & ora com-
pletamente determinato a partire dalle coniche u == 0, v==0, =1,
=20 di F, non sono possibili ulteriori riduzioni nelle equazioni
di ¥, quindi i 9 coefficienti che vi figurane sono essenziali. Percid:

Vi sono oo® superficie di Veronese T determinate da una calotta del
20 opdine: se questa & quella di F con centro in O si pud dare alle equa-
zioni delle T la forma [6].

3. - La dimensione del sistema delle I aventi una data ca-
lotta o, pud trovarsi come segue. '

I piani osculatori agli K, (elementi di curva del 2° ordine) di g,
aventi tangente assegnata stanno in 8;, 2-osculatore secondo quella
tangente che s'indica con 8 (1,2); questi 8, descrivono il cono gqua-
drico di DEL Ppzzo (avente per vertice il piano tangente) e il loro
sistema & riferito proiettivamente al fascio delle tangenti in O centro
di g,.

Il passaggio di una F per O impone 3 condizioni e la tangenza
a 5, ne impone altre 6. La coincidenza del cono di DeL Przzo di T
(in 0) con quello di o, impone 5 condizioni e la coincidenza delle
proiettivita detta altre 3. Si hanno finora 17 condinionl. Ma vi sono
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oo* calotte con lo stesso cono di Der Przzo; sicchd infine affinché T
possegge o, devono essere soddisfatte 18 condizioni (indipendenti per
i loro- significato geometrico). E poiché le superficie di Veronese
sono oc*’ 've ne sono appunto oo® per ¢, assegnata. Ancors alla stessa.
dimensione 9 si arriva in altro modo. Affinché due calotte o, e 3, del
2° ordine coincidano, occorre e basta che tre F, dell'una coincidano
con 3 B, dellaltra. Si scelgano ad arbitrio tre B, di ¢, con tangenti
distinte: per la coincidenze desiderata bisognerd anzitutto che i
tre 8,=85(1,2) ad esse relativi coincidano per le due calotte o sl
hanno cosi, oltre le condizioni di tangenza, 2.8 = 6 condizioni. Ora
il piano di ciascun E, dato contiene pure un E, dells calotta 3 Ty per
la coincidenza di E, con E, occorre un’altra condizione; quindi com-
plessivamente 8, Si hanno cosi in tutto 8 - 6 + 6 4- 3 =18 condizioni..
' Occorre avere ben chiaro che il contatto di 2° ordine in O fra F*
ed F (ciod la coincidenza dei loro elementi del 2° ordine E;) non
porta di conseguenza che gli B, delle coniche di F coincidano con
gli B, delle coniche di F. Cid si vede subito anche analiticamente; due-
coniche di F e di F con la stessa tangente, Av==pu e AV == 1. U, hanno
piani generalmente diversi: A, == pa, , Aay == pre, A = v, per
la prima e

Ay == pxy , Wag==pie, , Ay pw, =
= B (4 p)—~p. Dy (M«)éﬁg
per la seconda. Queste coincidono in generale per tre sole direzioni
definite da
Ao+ ey A+ egp p2) == (dy A - 2y 2 Pt dygy p1F)
Fissate una F se quelle tre direzioni sono (reali e) distinte si possono.

assumere come A==0, w=0, A==y cosi si fissano tre coniche
per O su F e in conseguenza

eumo, dgg—_'.-.o, zelquiimzdig_“egz .
Posta quest'ultima differenza ==% , e dy;=d , ep=e si ha
quindi per F

iy == 1%, &, =TV , Ty = V? , 54:U=dU+(3+h)V+W%,
.fE,,mV;(d-{-h)U-}-eV-}—W%, E=fUV4+{iU+AV+ W)W .
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Queste sono le equazioni delle oo T che hanno in comune con F la
calotta c, e i plani di tre suwe coniche assegnate.

Se questi piani comuni alle coniche di F ed T sono effettivamente
tre (reali e distinti) e non iufiniti (hz=0) possiamo scegliere il punto
comune alle due coniche p =0 come (1,0,0,0,0) e quello comune
alle due coniche A =0 come (0,0, 1,0, 0): cid importa una scelta
definite della conica w==0 su F (quella passante per i due punti
dettl), e per 1 coefficienti le condizioni fi =4 , fi==e.

Con cid rimane individuate una plOletthl‘b& fra ¥ od I cho con-
serva la calotta o, di centro O e inoltre i tre punti d'intersezione
delle tre coppie di coniche giacenti negli stessi piani. Essa ha lo
equazioni (e l);

pU=u, pV =17, pW=(h-——l)’w—}-(l——h—d}u+(1——h——e)v;
facondo nso di esse le equazioni della F si riscrivono

B=ut, By=uv, H=1", & =4h—1) w—u)+v},
Fy=ovih—1) w—v)+ul, FH=GO—~1P @ — v —")+
+(h—1) du @+wy+ (1) ev@—w)+ (A —2h+2) uv .

In coneclusione:

Date le due superficie di Veronese ¥, ¥ aventi in un punto con-
tatto del 2° ordine e tali che non tutti i piani delle loro coniche per il
punto coincidano, rimane fra esse determinate una protettivitd e le loro
equazioni si riducone al tipo ora trovato (con una scelta conveniente dei
riferimenti su quelle). -

Non staremo ad esaminsre casipill particolari (quando non tutti
i piani della terna considerata siano distinti). Aggiungeremo invece
che se h =0, ciod se coincidono i piani delle coniche per O di F e
di T quel riferimento non & pit determinato (ve mne sono oo®). In
- guesto caso (e supposto che non tutte le coppie di coniche situate
negli stessi piani abbiano in O contatto del 3° ordine, eventualitd che
discuteremo nel numero seguente) vi & una coppia di coniche (una
su F, l'altra su F) aventi in O contatto del 8 ordine; il luogo degli
‘ulteriori punti d’intersezione di coppie di conmiche situate negli stossi
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plani & une quartica sghemba tangente in O alle due coniche a con-
tatto del 3° ordine (I'E, di quoste con I'E, della quartica in O, ap-
partengono o ¢, ma hanno piani diversi).

4. — Passiamo ora a determinare la superficie di Veronese I che
-hanno in comune con la ¥ la calotta del 3° ordine o, di centro O
(w=v=0, ww0). Riprendiamo percid le [6]: esse dovranno sod-
disfare alle [3) a meno di termini del 4° ordine in U, V {essendo
im0, U=V=0, Wz0). Cid porta di conseguenza 2D, =1,
iF
274
Le equezioni [6], tenuto conto di queste relazioni {e riscrivendo
W invece di ‘W) divengono: ‘

2E, =TF, V. Dopo cid & naturale porre W =W +

O_L‘l.——”'Uz. E-‘;’EUV, Eazvz, E{ZUW’ a_ﬂ'swi, EG:FE'I“Wz

ove Iy & una forma quadratica in U, V.,

Queste equazioni rappresentano le oo T che hanno comune con T
la calotta oy. Risulta du esse che una qualsiasi F e la T hanno in co-
mune due coniche.

D’altra parte affinché due calotte o, e &, aventi in comune una, o,
coincidano & necessasio ¢ basta che 4 elementi generiei T, (del 3° or-
dine) dell’'una appartengano anche all’altra.

Cid impone in gencrale 12 condizioni (3 per ogni E,, essendo
gid gli E; coincidenti) nel passaggio della calotta o, alla calotta o,.
Siccome le F contenenti o, sono o' e quelle contenenti o, sono oot
risulta che 6 di quelle condizioni non sono indipendenti dalle altre.
Cid mette in evidenza che:

Mentre una colofta sy di una superficie di Veronese & una generica
calotta superfictale di S; (ciocé una superficie generica di S, , n =0, pud
essere approssimata fino all’inforno di 2° ordine di un suo punito me-
diante oo superficie di Veronese), una calotta del 3° ordine o, di una
superficie di Veronese non & una generica calotta superficiale di Sy :
essa deve soddisfare a sel relazioni particolari. Una gencrica superficie
dé 3, non & approssimabile fino al 3° ordine con superficie di Veronese;
ma se lo & in un modo lo & pure con oo® tali.superficie,
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Allo stesso risultato sulla dimensione del sistems della T con
agsegnata ¢; (e quindi sul numero delle condizioni cui questa deve
soddisfare per appertenere ad una superficie di Veronese) si giunge
pure cosi.

I evidente che due superficie di Veronese aventi in comune una
calotta del 4° ordine ¢, coincidono {avendo comuni tutte le coniche
per 0). Vediamo quante condizioni bisogna dare affinché due super-
ficie di Veronese, aventi gia in comune una 6; coincidano, Due calotte
del 4° ordine coincidono se ¢ solo se B elementi E, dell’'una appar-
tengono anche all’altra. Le due superficie supposte T ed F per avere
in comune 6; hanno gis due coniche comuni: basters imporre che tre
coniche dell'une o tre dell’altra (avenfi gid un contatto del 3° ordine
in O) cecincidano; e ¢id impone tre condizioni ehe assicuranc la coin-
cidenza di F ed F. Cid prova che le F per o, erano oo (¢ quindi
Vosistenza di 6 velazioni per una ay di Veronese).

Del resto alle 6 relazioni cui deve soddisfare una o3 per appar-
tenere ad una superficie di Veronese pud darsi forma esplicita.

Una calotte superficiale o, di S; (con spazio osculatore S{%)==83;)
puod rappresentarsi con le equazioni:

ep=ul+ A, +[4), wo=uv+DBy+H], @, =v"+c,+[4]

essendo %, v, ®,, &, &; coordinate proieftive non omogence in S,
nulle nel centro della calotta che ha piano tangente x;, = @, = 2, = 0,
ed Ay, By, C; forme di 3° grado in u, v.

Se esiste una superficie di Veronese contenente oy su di essa do-
vranno potersi seegliere tali parametri &, v

W= Ay B+ 2 Ay BT+ hyy 02 +[3]
U=§+Px{i ﬂz"{'zng ﬂ6+:-’vgg 52“*’[3]

che sostituiti nelle precedenti diano alle @, (=1, 2, 8) espressioni
della forma
e, =a"+[4}, we=av+[4], @s=70"+[4],

ove [4] indica termini d’ordine =4 in & ». Cié porta 12 relazioni
(che & facile scrivere) fra i dodici coefficienti di A;, By, C; e le
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sel Ny, My (7, 8 2= 1, 2), Eliminando queste ultime si hanno lo 6 rela-

zioni cercate fra i coefficientt di A, , By. C;.

5. — Determiniamo infine le ruperficie di Veromese F che hanno
in comune con una data di esse I' due calotte del 2° ordine (a centri
distinti). Per la F assumiamo la rappresentazione gid adottata: 1 centri
delle due calotte siano sulla conica w = 0 i punti O; (450, v=w=0)
e O, (050, u==w=0). Una T che passi per essi ed abbia ivi le
stesse calotte del 2° ordine contiene la conica w==0: potranno sce-

- gliersi i parametri @, B, % su F in modo che la stessa conica sia rappre-
sentata da w=0 e inoltre 0, (&+#0, v=w=0, 0, @W£0, a=w=0).

Siechd le equazioni di T possono scriversi nella forma

v+w B, , Tm=v'4wC,

§1=@2+aA1, 52:'&
E.:ZED‘{, O_Jsm}:u"Ei, 55——“53]3‘{

ove Ay =a&+a, ¥+a; w,..., X, sono forme di 1° grado In % v w.
Le condizioni di tangenza in O, & O, portano subito
cizeimfima2=d2=fg:0

Perché F contenga la calotta ¢, di centro O, bisogna che le equa-

zionl

J— 2 —_— . —
By g ==, BTy By =04 Xy , T Xy == L°

siano soddisfatte dalle & o meno di termini del 3° ordine in %, @
(@#0 in Q). Cid porta (posto fy=/F)

f:dis, szd‘, €3=b1d1, 02=2b1, Cszbiz;
analogamente per la calotta di centro O, si trova

—_ 2 —
f—@g ) dl:—-——ez, d3Mb3€3, a,.:"-?;bg, 0}3sz2
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Posto ora Us=a+byw, Ve=0+b W, W==d, w (cid che non
altern le posizioni fatte per Oy, Q) si ha per la F

-’E,_=U2, EQEUV+BW2, Ea—“’——VE,
.’EJWUW, -’.'L':ﬁmvw, 55—'——-‘\V2.

Queste equazioni con % arbitrario, rappresentanc le o' superficie T
aventi comuni con T le due calotte asseynate del 2° ordine. Tutle le If
s toccano in ciascun punto della conica comune per i due centyi.

Se ¢ solo I ed T hanno contatto di 2° ordine in un altro punto
della conica passante per i centri delle due calote (visulta §==0,
quindi) le due superficie coincidono.
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CELLA ULTRASONORA DI GRANDE AREA
PER LA MODULAZIONE DELLA LUCE®

(Con sei figure)

AMEDEO GIACOMINI

Svmmanrivm. — Cella nltrasonora deseribituy, gua luminosi fascls, magnam
habens sectionem, modulatio fieri potest. Huias cellne proprias curvas, experi-
mentis ductas, Auctor exhibet, et prastersa, quod ad simpliciores quosdam casus
attinet, introductam linearsm distortionem computat.

InrRODUZIONT

T/uso di un reticolo ultrasonoro, costituito da onde progressive,
per la modulazione della luce a frequenza notevolmente inferiore alla
frequenza degli ultrasuoni & stato proposto da P. Brquarp (*).

Si deve invece a Cu. BacmmM (*) la prima osservezione riguar-
dante la possibilitd di modulare ad alta frequenza un fascio luminoso
mediante onde ultrasonore stazionarie.

I due tipi di modulazione hanno avuto sinora scarse applicazioni,

essendosi queste limitate alla televisione ed alla fluorometria (*). Per di

{(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Francesco Giordani i 12 agosto
1944,

(1) Biguarp P., Nouveaux moyens de commande &'un flux lumineus et appli-
cations. «Brev. Fr.», n. 752,910 (1932).

(") Bacumn CH., Uber die Kompressibilityt eleltrolytischer Ltsungen. < 7.
Phys.», 101, 541, {1986). '

() Vedasi, ad Z.Eémpio: Bunomany L., Der Ultraschall und seine dnwendung
in| Wissenshaft und Technik, VDI Verlag, Berlin, 1942 ; HngpeMany L., Grundlagen
und Ergebuisse der Ultrashallforsehung. W, De Gruyter, Berlin, 1939.

T Aecta, vol. VIIL,
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pift la letteratura scientifica non fornisce in modo esauriente (*) gli ele-
menti quantitativi atti a caratterizzare le nuove collule (caratteristiche,
curve di risposta, distorsioni, ecc.). .

Tali ragioni ¢l hanno indotto ad uno studio sistematico sul com-
portamento delle cellule. ultrasonore,

Durante il corso delle ricerche si &
nuovo tipo di cellula, che consente di modulare agevolmente fasci

in particolare progsttato un

luminosi di grande sezione.
In questa nota si deserive la nuova cellula, illustrandone lo ca-
ratteristiche.

SCoP0 E DESCRIZIONE DELLA NUOVA OELU:'JLA

Peor modulare la luce con i reticoli ultrasonori si usa generalmente
la disposizione sperimentale illustrate in figura 1. 11 condensatore L,
proietta 'immagine della sorgente luminosa S sopra il diaframma
forato K, fornendo una sorgente secondaria puntiforme; la lents L,
invia un fascio parallelo attraverso la cella modulatrice, mentre la
lente Ly provvede alla formazione delle psoudo immagini di diffrazione
sullo schermo K, ; quest'ultimo trattiene il flusso che compete agli ordini
superiori lasciando passare quello relativo all’'ordine zero (o vieeversa),

Se, come supponiamo, la modulazione deve essere fatta a frequenza
acustica, (0 comunque a frequenza inferiore a quella degli ultrasuwont)
si modula a tale frequenza la tensione applicate al quarzo. La parete
della cella che & di fronte a quest'ultimo vieno rivestita di materiale
assorbente gli nltrasuoni affinché le onde siano puramente progressive.

Quando si desideri proieftare s distanza la luce modulate si fa
uso di una lente come la T, di figura 1.

Allo scopo di semplificare la disposizione ora descritte si possono
eliminare la lente I ed il diaframma K, sostituendo a quest'ultimo
una sorgente di natura puntiforme.

Altra semplificazions pilt sostanziale consiste nell’eseguire la proie-
zione a distanza mediante una sola lente (la L, di fig. 1), affidando

(4) Le notizie pil diffuse sull’argomento si trovano nell’articolo: Lom I, W,,
Some Factors involved in the optical design of a wmodern television receiver using
moving scanners, Proc. IRE, 27, 496 (1939)
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alla pupiila di ingresso del sistema otfico che riceve il fascio il com-
pito di isolare dagli altri il fascio di ordine zero. Basta all'nopo dare
al reticolo ultrasonoro un « passo » convenientemente piccolo, vale a
dire usare uitrasuoni di frequenza sufficientemente alta.

2

Ns

2

Fic, 1.

Disposizione sperimentale atts alla modulazione della luce.
¥
Q, quarzo gensratore di ultrasuoni; €, seziome del fascio luminoso,

Sorge perd wna difficolta d’ordine generale: il diametro della lente
proiettante non pud superare qualche centimetro, perché la luce deve
necessariamente attraversare il fascio ultrasonoro, la cul sezione & vin-
colata alle dimensioni della piastrina di quarzo. Cid ha per conseguenza
che la trasmissione a distanza viene eseguita in condizioni sfavoreveli,
essendo notoriamente lilluminamento prodotto da un proiettore fun-
zione della sua apertura assoluta e non di guelia relativa.

T quindi indispensabile poter awmentare il diametro del fascio che
attraversa la cella modulatrice.

*7  Acie, vol. VIII.
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La difficoltd segnalata presenta qualche analogia con quella in-
contrata quando si desidera oftenere un fascio luminoso, di grande
sezione, polarizzato linearmente e si dispone solamente di un piecolo
Nicol. Come & noto, la invenzione dei dischi noti sotto il nome di
Polaroid ha fornita la soluzione pin elegante.

Abbiamo quindi pensato di costruire una cella ultrasonora avente
area notevolmente superiere a quella che 1 comuni cristalli di quarzo
uwsuali permettono di raggiungere.

La nuova cellula & fondata sull'uso di un mosaico « lineare » co-
stituito da plastrine rettangolari, aventi lunghezza grande rispetto
alla larghezza, disposte in fila secondo la dimensione maggiore,

La figura 2 mostra una attuazione sperimentale della cellula;
Vasticeiuola di materiale isolante che & al centro sostiene tre ¢ pill
piastrine di quarzo; clascuna di esse ha le dimensioni 1x 3 x 0,058 cm?,

' Nella figura 3 si vedono invece i fasei ultrasonori emessi dalle
tre plastrine: Uirraggiamento & bilaterale, le onde ultrasonore sono
progressive e non modulate (frequenze b5 MHz).

Poiché la nuova cella non impone in generale alcune limitazione
al diametro del fascio luminoso che la attraversa (basta infatti au-
mentare convenientemente il numero delle piastrine componenti il
mosaico) & possibile attuare senz'altro le auspicate semplificazioni dei
sistemi ottici giungendo alla disposizicne illustrata in figura 4a. Iissa
contiene unicamente il proiettore S-L e la cella modulatrice C. La fig. 40
indica schematicamente una sezione della cella normale al percorso del
fascio luminoso (quest’ultimo & rappresentato dal circolo tratteggiato).

Con facili calcoli, ed accettando talune consuete ipotesi sempli-
ficative, abbiamo appurato che gli elementi quantitativi atti a definire
il nuovo sistema di trasmissione a distanza del fascio modulato sono
forniti dalle relazioni seguenti:

[1] D==s1¢

2] I =

3] 8=
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ove sono: d il diametro della sorgente luminoss, supposta dischiforme;
T la distanza focale del proiettore; ¢ la distanza alla quale viene
proiettato il fascio; D il diametro del fascio luminoso alla distanza q

-
-

-

4

»

&

FiG. 4.

«) Disposizione sperimentale per la proiezicne a distanza della luce modulata
mediante la nuova cella C

b) Sezione deile cella modulatrico; sono visibili i fascl ultrasonori emessi da
guattro piastrine e il contorno del fascio luminoso.

(diemetro dell'immagine della sorgente); ¢ lo splendore della sorgente;
7 il diametro della lente proiettante; T la densitd del flusso di emergla
raggiante alla distanza ¢; X la lunghezza d'onda della luce usata;
f la frequenza degli ultrasuoni; w la velocith di propagazione di questi
ultimi nel liquido che riompie la cellula; 7 la distanza che separe i
centri delle pseudo immagini di diffrazione; s il rapporto 2:D. (Tutte le
grandezze misurste in unitdh CGS o tutte in wnita MKS).
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La [1] serve al calcolo del diametro che il fascio avra nella zona
da illuminare, e palesemente si pud accrescerlo influendo cosl sulla
distanza focale F come sul diametro d della sorgente.

La [2] preqisa quanto & stato gid detto sulla utilith di aumentare
il diametro & della lente proiettante. Essa pome altresi in cvidenza
la nota indipendenza di E dalla distanza focalo F, cid che permette
di scegliere quest'ultima in modo da soddisfare alla condizione s=z1
che osprime quantitativamente la necessitd di separare conveniente-
mente le psendo-immagini di diffrazione

Te tre relazioni permettono ovviamente di calcolare il proiettore
appena assegnate sette delle dieci grandezze che in esse compaiono.

CARATTERISTICHE ELEPTRO-OTTICHE DELLA CELLA

¥ possibile eseguire la modulazione della luce & froquenza acustica

atilizzando Veffetto Tivcas e Biquarp, perchd il flusso luminoso @, che

non viene convogliato nei fagei diffratti, & funzione della intensitd J,
degli ultrasuoni, ¢ quindi della tensione ad alta frequenza V, appli-
cata al gquarzo generatore.

La teoriz di C.V. Raman e N. 8. Nagewpra Nava(*), convalidata
dalle misure di . H. Sawpers (?), permette a rigore di calcolare il
legame esistente fra @, e Jy; senonchéd la teoria & valida per luci mo-
nocromatiche. Si & quindi seng’altro ricavata sperimentalmente una
caratteristica del tipo @, == f(V,). Anziché riportare in ordinate 1 flussi
luminosi, o, pilt propriamente, i flussi di energia raggiante, si & pre-
ferito riferirsi alle corremti erogate dalla cella fotoelettrica ricevente
(I, corrente in assenza di ultrasuoni, I, corrente per la tensione al
guarzo V). Infatti una misura fotometrica avrebbe avuto scarso inte-
rvesse; nelle applicasioni ¢ la corrente fornita dalla fotocella che si
ntilizza, ed essa dipende in modo assai complesso dal flusso di energia
raggiante, perché la composizione spettrale di questo muta al variare
dela intensitd degli ultrasuoni.

() Ranax O V., Nagpupra Nata N.S, The diffraction of light by high
Frequency sound waves. < Proc, Indian Acad. Se, », 2, 406-412 (1985); 2, 418 (1985);
3,75 (1936); 3, 119 (1936).

(?) Sampurs P, H., Intensify meusurements in the diffraction of light by
wlirasonic waves, = Canad. J. Res. », 14, 158 (1936).
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La figura 5 mostra la caratteristica, essa & oftenuta con radiazioni
infrarosse provenienti da una sorgente a incadescenza munita di filtro
Schott R. G, — 10— (2 mm.).

Da un esame anche sommario della curva di figura 5, risulta
chiaramente che & possibile raggiungerc eclevate percentnali di muo-
dulazione (80°/,-909/,) con bassa distorsione di seconda specie. Quest'ul-
tima pud essere dedotta agevolmente caso per caso. Maggiore interesse:
presenta invece il calcolo della distorsione di prima specie.

Tale distorsione non proviene, come nei trasduttori elettroacustici,
dalla esistenza di modi normali di vibrazione, aventi frequenza vicina.
a quella di vibrazione forzata: infatti la piastrina di quarzo oscilla a.
frequenza enormemente alte rispetto a quella di modulazione, e cio
spiega come nelle poche pubblicazioni sinora apparse sull’argomento
non venga fatto cenno delle distorsioni lineari. Quando perd la cella-
ha grande area, interviene la seguente cansa di distorsione. Essende
la velocitd di propagazione degli ultrasuoni nei liquidi dell’ordine del
Jkm. sec.™, ge la frequenza di modulazione & sufficientemente elevata,
il fascio luminoso che attraversa la cella illumina contemporaneamente
regioni del liquido, ove gli ultrasuoni hanno diversa ampiezza. Il feno-
meno & analogo a quello che si verifica nella «lettura » delle colonne
sonore cinematografiche, quando la fenditura esploratrice ha larghezza.
non trascurabile rispetto al « passo» della incisione.

Un calcolo relativamente semplice, che ripete sostanzialmente
quello fatto per le colonne sonore (*) o che non si ritiene necessario
trascrivere in esteso, porta alla conclusione seguente: la ampiezza ..
di fluttuazione del flusso luminoso, modulato a frequenza v, dipende
dal rapporto fra le dimensioni della cellula, nella direzione secondo
cui muovono gli ultrasuoni e la frequenze v secondo la

('y Vedasi ad esempio: Liours H., Nanarn A., Physik und Technilk des
Tonfilms. 8. Hirzel, Leipzig (1941),
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Coaratteristicn della cella modulatrice. In aseisse la tensione applicata al
quarzi, in ordinate la corrente che percorrs la cella fotoelsttrica riceventes
i] fascio luminoso (riferita alla corrente di riposo).
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Caratteristica di frequenza della cella. In ascisse la frequenza della ten-
sione applicata ai quarzi, in ordinate la corrente che percorre la fotocella
ricevente il faseio luminoso, riferite alla corrente di riposo (frequenza
_tendente a zero), Gli ultrasnoni non souo modulati.
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dove si & indicato con ¢, la ampiezza di fluttuazione del flusso lumi-
noso per v=0, e con 2b la larghezza della cella supposta di sezione
rettangolare (e investita da un fascio anch’esso di sezione rettangolare)
od avente l'asta che sostiene i quarzi situata al centro (vedi fig. 2).

Alcuni valori numerici valgono a fissare gli ordini di grandezza
delle distorsioni linearl.

Se la frequenza di modulazione massima & di 6000 Hz, e si de-
‘sidera che a tale frequenza la perdite di livello non superi 2dB, n
valore assoluto, la larghezza massima consentita per la cella & di 20 cm.
(liquide della cella xilolo); se la frequenza massima da trasmetterc &
di 10.000 Hz occorre, a pari distorsione, che la largheszza non superi
10 cm., mentre se & consentita una perdita di —5 dB si possono
dare alla cella rispettivamente 30 cm. e 16 em. di largheszza.

Onde trarre elementi di gindizio per eventuali altre applicazioni,
b stata ricavata la caratteristica che da il flusso lmminoso non diffratto
{ordine zero) in funzione della frequenza della tensione applicata alle
piastrine di quarzo. Come si vede in figura 6 & possibile alterare di
~qualche unitd por cento la frequenza senza modificare in maniera sen-
-sibile la «risposta della cellula ».

Clon riferimento alla potenza di alimentazione della cella, sl os
‘serva che essa & proporzionale al diametro del fascio modulato, ma
¢ indipendente dalla densitd del flusso Juminoso convogliato, A fissare
‘gli ordini di grandezza valgono 1 seguenti dati numerici: la potenza
eletirica ad alta frequenza, occorrente per la cella illustrata in figura 2,
yaunite di quattro quarzi, (diametro del fascio lmminoso 12 em.), & di
2 watt.

Qualora si voglia utilizzare la cella per modulare ad alta frequenza
il fascio luminoso occorre disporre di fronte alle piastrine di quarzo
riflettori che determinino la formazione di onde stazionarie. Ovviamente
tali riflettori devono essere a distanza regolabile, se la frequenza usata
& costante; mentre possono essere fissi se si puo variare la frequenza
di quanto occorre affinché la distanza guarzo-rifiettore contenga un
numero intero di semilunghezze d'onda.

In entrambi i casi si constata tuttavia che il progressivo riscal-
~damento del liquido, e la conseguente variazione di velocith degli
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..ultrasuoni, rende nocessaria una continua regolazione della distanze
del riflettore o della frequenza ultrasonora. Per evitare tale inconve-
niente basta adoperare il liquido a velocitd indipendente dalla tem-
peratura indicata dallo scrivente in una precedente pubblicazione (*).

L’Autore esprime la sua gratitudine al dott. A. Bawoxk per la
collaborazione da lui prestata, durante il pmcretto della cella sopra
descritia.

(4 Gracommwt A,, Liguido nel quale la wvelocita degli wultrasuoni & mclzpen«
dente dalla lemperatura. Pont, Ac. Se. « Actn», G, 87 (1941),
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METODI APPROSSIMATI
PER]I)STUDH)IEHJJ}SORGENTISONOREW)

{Con una figura)

PIERO GIORGIO BORDONI

SviMMARIvy, — Auclor prasbet exactam expressionem campi sonmori, qui e
superficie sphaerica emissus sit, aliis circuitus condicionibus atque illa quae, ad
velocitatem attinens, solet dispici, Significat practerea quasdem supputendi ra-
tiones, quibus, simplici quodam interpolationis processu adhibito, perpendi possint
suporficies emittentes non sphaericas, quarum cireuitus condiciones magis im-
plexae sint, Postremo quaedam exponit de illis supputandi rationibue ad sonoros
quosdam fontes artibus adhibitos applicandis.

1. Premessa. — Le onde irradiate dalle sorgenti sonore sono ge-
neralmento considerate come Ueffetto di un mote prescrifto che ha luogo
sulla loro- superficie esterna: si ha cioé una condizione al contorno re-
lativa alla velocitd od allo spostamento. La determinazione dell’inte-
grale che soddisfa a questa condizione & particolarmente semplice
quando: '

a) la superficie sia sferica;
B} la velocita abbia ovunque la stessa fase, e sia simmetrica in-
torno all’asse polare. '

In questo caso il potenziale di velocitd & dato (a meno del fat-
tore e#?) dalla espressione ben nota (1):

2 o) NI
1] b= Lo gibe-n 3T, Tuldb7)
7 n B (jBa)
(*) Nota presentata dali’Accadomico Ponfificio Giovanni GHorgi ii 1° gen-
nsio 1946, :
() Vedi ad esempio: Ravreren, The theory of sound.; Macmillan 1id. London,
1929, 2 odizm., vol. II, pag. 239 eon l'avvertenza che il raggio a & indicato con ¢,
la costante di fase B con %, e il potenziale di velocitd @ ha segno opposto n ¢.

8 dcta, vol, VIIL
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dove: 3-‘1’”—".’: pol,enzm,ie dl velocltb. (m2 sec“") o .
= mggm della sfera (m)

e dlstan.m da.i sentro (m)

'.ﬂw _—= costunte c'lz fase (w4}

' ‘:U mtermme nstmo dello sviluppo della velocitd: U= 2.“ u,

f,,, I, mfunzmm di Sroxms di 1™ e 2 specie. di ordine n.

'Nel presente lavoro si indicano alcuni procedimenti per ricavare
soluzioni, analoghe alla [1] ma relative a condizieni al contorno di-
verse. Si considerano i casi seguenti:

19) velocitd assegnata con fase variabile;

2% pressione assegnata con fase variahbile;

3°) condizioni miste su di una sfora: velocitd assegnata su di
una parte della superficie e pressione sulla 11ma,nente oppurs velocita
o impedenza ecc. ;

Nei casi 1°) e 2°) la determinazione della soluzione & fatta in ma-
niera esatta, negli altri in maniera approssimata, ma con un procedi-
mento che permette di ridurre indefinitamente l'errore. Si considerano
soltanto condizioni al contorno aventi sémmetria di rotazione intorno
ad un asse: & questo il caso fisicamente pili importante, ¢ d’altronde
immediata.

[y

V'estensione dei risultati a casi asimmetricl &

Le espressioni oftenute si prestano facilmente a calcoli numerici,
o permettono di trattare sorgenti sonore largamente usate nella tecnica.

2. VELOOITA E PRESSIONE CON FASE VARIARILE. — Una velocita di
vibrazionoe la cui fase vari da punto a punto pud essere considerata
come la risultante di due velocitdh in quadratura, aventi fase costante
o ampiezza variabile. Cid equivale a dire che nello sviluppo in serie
- di Leeenpre della velocitd stessa 1 coefficienti vanno considerati come
complessi,

Sostituendo nella {1] U, + 7V, al posto di U, si ha la soluzione
cercata:

o - o FaliBr)
- [2] fb_?eﬂ“ )%N(Uﬂ—l-jvﬂ)r( 8a)

dove: U, 4jV, = termine nsime dello sviluppo della velocita:

oo
Ue= %ﬂ Un +5V,
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La soluzione relativa ad una pressione assegnata si ottiene con
un procedimento del tutto analogo a quello seguito per ricavare la [1},
Si sviluppa in serie di LeerxprE (a coefficienti complessi) la pressione P’
assegnata sulla sfera:

{8] P = Z (A,+7B,) P, (cos D)
0 n

dove: P, == funzione di LugnyprE di ordine n.
» == colatitudine (radianti)

e si eguaglia termine a termine la serie [3] con lespressione della
pressione I? di una generica onda divergente, dopo aver posto: r=a,
La P & date da:

[4] P = jogy —— Z (@ + F ) Polcos D, (G B

dove: po = densitd dell’aria (kg.m=3)
@, + 7y, = costante arbitraria (m?sec—*)

e la soluzione cercate & quindi:

B o= -1 2 Lipan Z (A,+4B,) ]’:mgn% P, (c0s3) .

(DPQ r

8. CoNDIZIONI AL CONTORNO MISTE. — I procedimenti seguiti per
la {1}, la [2] e la [B} non sono pil applicabili qnando la velocitd sia
assegnate soltanto su di una parte della sfera, e la pressione sul resto.

Se cl si limita & considerare l¢ prime armoniche di LEGENDRE
dello sviluppo & possibile determinare approssimatamente i coefficienti
(T + 7Y, con un comune procedimento di interpolazione: si divide
Iintervallo d_-::: della 3 in- (n—1) parti (per esempio ugueli) e si
pone la condizione che la pressione ¢ la velocitd assumano all'estremo
di ogni intervallo i valori rispettivaments assegnati. Si ottengono cosi
2n equagzioni lineari (reali) che permettono di determinare 1 2n coeffi-
cienti incogniti ,,y, (reali). Il procedimento & applicabile a diversi
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tipi di condizioni miste; veloc1t£t-press1one velocitd-impedenza ; pres-
sione-impedenza ecc.

‘Quando la velocitd sia mssegnata su quasi tutta la sfers e la im-
pedenza soltanto su di una piccola calotte si pud seguire nn proce-
dimento di calcole meno laborioso. Supponendo per un momento che
la velocitd di vibrazione sia nulla sulla caletta, 81 determina in maniera
esatta Vespressione dell’onda irradiata, e si calcola il valore medio sulla
~calotta della pressione acustica. Dividendo questo valore per l'impe-
denza media asseguata si ottiene, per il teorema THEVENIN, la velocité
media di vibrazione della calotta.

Si conosce quindi in maniera approssimata la distribuzione di
velocitd su tutta la sfera e si pud senz’altro applicare la [2].

Nel caso che la superficie esterna della sorgente sonora non sia

sferica, si pud considerare la sua velocité normale di vibrazione come
dovuta ad un’onda irradiata da una superficie sferica tutta interna
alln sorgente.
' La distribuzione della velocitd alla superficie di guesta sorgente
fittizia pud essere determinata con lo stesso procedimento di approssima-
zione indicato: si divide una lines meridiana della sorgente (n— 1) parti
¢ si pone la condizione che la componente della velocitd irradiats
normale alla sorgente, coincida con la velocité assegnata (oppure che
coincidano le pressioni ece.; si oftengono, come al solito, 27 equazioni
che determinano le ,, 7,.

Rispetto al procedimento relativo alle condizioni miste sw di una
sfera si notano due differenze:

1°) nel caleclo dei coefiicienti x,, y, non va posto: r==a, ma
vanno introdotti i valori che # assume alla superficie della sorgente
-considerata ;

29) la velocitd normale alla superficie non coincide con la velo-
eitd radiale dell’onda, ma & la somma delle proiezioni di questa e della
componente trasversale,

Tl raggio della sorgente sferica fittizia e la posizione del suo cen-
tro sono arbitrari. Per rendere pit semplici i calcoli ¢ migliore Pap-
prossimazione conviene sceglierli in modo da renderc minima la dif-
forenza tra la sorgente fittizia o quella assegnata. B importante osser-
vare che nelle condizioni al contorno miste e in quelle su di una su-
perficie sferica, le a,, y, sono funzioni della frequenza. '
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4. ConsrpkrazioN: rsione. — Mediaante la [2] si pud fenere conto
- della diffevenza di fase che si produce nells veloeith in puanti diversi
di una superficie vibrante, a causa della dissipazione di energia.

" La [b] & applicabile a guelle sorgenti sonove la cui impedenza in-
torua sia minore di quella di radinzione (alcuni gemeratori subacquol,
risuonatori accordati ecc.).

I procedimenti di approssimazione relativi alle condizioni miste
consentono di studiarve la radiazione di un altoparlante elettrodinamico
applicato ad uno schermo acustico in forma di scatola, chiusa o aperta
posterlolmcnto, come in figura 1 (si tenga presente il caso degli ap-
parecchi radioriceventi). La velocitd & assegnate aila superficie del
cono e sulle pareti esterne della scatola (dove & nulla). In corrispon-
denza all’apertura posteriore & assegnata Iimpedenza, la cul determi-
nazione approssimata non offre grandi difficoltd; naturalmente quando

1o schermo & aperto, si deve tener conto anche del suono irradiato
dalla faceia interna dell’altoparlante. ‘

L’Autore ringrazia il prof A. Giacomini, direttore dell'lstituto
Nazionale di Elettroacustica « O. M. Corbino », per i consigli da lui vi-
covntl nella elaborazione di questo lavoro.
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AZIONE DEI RAGGI RONTGEN
SUGLI EMBRIONI DI ANFIBI

TRAPIANTO DELL'ABBOZZ0O OCULARK
TRA EMBRIONI IRRADIATI E NORMALI®

TREODORO PERRI

SvMMARIVM. — Auctor, ut plenins quasdem investigaret de actione radiorum
Rongten in fetus, in Rana esculenta, ocnlorum rudimenta ¢ communibus fetibus
in irvediatos traduxit et contra.

Espongo in questa Nota i principali risultati che ottenni (Istituto
di Anatomia Comparata della R. Universith di Roma) in esperienze
di traplanto, in Anfibi, di abbozzi di organi tra embrioni trattati con
i raggi Rontgen ed embrioni normali (*).

L'influenza dei raggi X sugli embrioni fu oggetto di numerose
indagini: e nel lavoro in esteso, che ho in preparazione, ne riassumerd
i principali risultati. In queste ricerche, ch’io sappia, non furono mai
usati i trapianti. Vi sono perd esperienze di Scmuserr (*), in embrioni
di pollo, le .quali mostrano che nell’espianto di tessuto cardiaco, aspor-
~ tato da embrione irradiato, si ha un rapido e completo arresto di svi-
luppo; e che si ha, invece, una lieve diminuzione di acerescimento se
si espianta tessuto cardiaco di embrione normale in estratto di em-
brione irrvadiato.

(*) Nota proesentata dall’Accademnico Pontificio Filippo Silvestri il 15 gen-
naio 1945, ‘

(1) In questo stesso Istituto la Dott.sss Lma Mistruzzr, partendo dai risul-
tati che io venivo ottenendo e che espongo in questo lavoro, n molto epportu-
namente iniziato esperienze di parabiosi tra embrioni irradiati e normali, Per i
" risulteti rinvio alin suns pubblicazione che apparird in guesta stessa rivista.

(*) Scuunerr M., «Dentsche Medizinische Wocbenschrift», 1928, pag, 429,

9 Adete, vol. VIIL
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Mi parve utile applicare in queste ricerche la tecnica dei trapianti,
perchd particolarmente adatta ad approfondire varie parti del problema.
Il comportamento di ciascun abbozzo lo si pud infatti seguire, usando
i trapianti, anzitutto oltre i limiti di sopravvivenza dellembrione intero
trradisto ; inoltre all’infuori sia delle influenze subite dagli organi vi-
cini, sis delle eventuali modificazioni, metaboliche o d’altra natura, pro-
‘voeate dall’irradiazione nell’intero organismo.

Il lavoro sperimentale lo potei iniziare solo quest’anuo, e per vari
motivi prosegul assai lento. Mi limitai ad esaminare il comportamento
della wvescicola ottica, con ricerche che spero di continuare in segnito;
- di altri abbozzi eseguii solo ricerche preliminari.

* ok

Le irradiazioni furono eseguite con tubo Miiller~Metro per radio-
terapia; sperimentai con tensione di 40.000 volt e intensitd di 3 mil-
linmpere, senze alcun filtro. (i embrioni furono irradiati in una vaschetta
di vetro (sempre la stessa) con pochissima acqua (sempre nella stessa
quantitd); alla distanze di em. 21,6 dall’anticatodo. La temperatura del-
I'aequa sumenta di pochi gradi durante lirradiazione: non sembra pos-
sibile attribuirvi sensibile importanza. La durata dellirradiazione fu
di minuti primi 16, 80, 60 e solo in alcuni casi di 90 e 120, Per mo-
tivi contingenti non mi & stata ancora possibile Ja misura in « 1 » del-
Virradiazione.

Sperimentai su embrioni di Rana esculenta, allo stadio di vescicola
ottica primeris, da poco dopo la saldatura della docecia neurale fino a
boftone codale. Il trapianto fu eseguito subito dopo l'irradiazione, con
la comune tecnica, sempre in sede addominale. _

a) Trapianto della wvescicola ottica di embrione irradiato su em-
brione normale.

Irradiazione di 15'. — La vescicola ottica degli embrioni irradiati
per 16, trapiantate, su embrioni normali, continuna nello sviluppo senza
sensibili differenze rispetto al trapianti omoplastici normali. Ricordo
che nei controlli irradiati i segni di sofferenza sono generalmente
searsl. ' ' ' '
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_ Irradiazione di 30'. - Gl embrioni irradiati per 80" presentarono
una sensibilith ai raggi X notevolmente diversa da gruppo a gruppo,
e, in minor grado, nell’ambito di ciaseuno di essi. Generalmente si ebbe
evidente ritardo di sviluppo, incurvamento del tromnco eon concavitd
in alto, idrope di vario grado anche notevolissimo ; nella regione cofa-
Hea accentuate anomalie con notevole riduzione del telencefalo e, in
minor grado, del diencefalo. Gli occhi sono a volte piccoli e abbastanza
regolari, pilt spesso piccolissimi e del tutto irregolari, ma sempre ben
pigmentati: all’esame istologieo sinota necrosi divario grado del tessuto
retinico, mentre il eristallino pud presentarsi pil resistente. Gli em-
brioni morirono dopo un numero vario di giorni, specie in rapporto
con la temperatura ambiente; come unica eccezione ebbi la sopravvi-
venza di due embrioni di uno stesso gruppo, che percié non utilizzai.

Eseguii numerosi trapianti di abbozzo oculare da embrione irra-
diato su embrione normale; e dopo un numero vario di giorni, fissai
contemporaneamente donatore e trapianto. All'esame istologico l'occhio
vimasto in situ e quello trapiantato si presentano nelle stesse condi-
zioni, oppure il trapiantato in condizioni peggiori. Le parti necrotiche
scompaiono pilt rapidamente nel trapiantato. Per lo pilt questo termina
con il suo completo riassorbimento, dopo che i controlli irradiati sono
git morti.

In qualche singolo gruppo di esperienze osservai un fatfo molto
interessante: l'occhio trapiantato continuava a vivere senza dar segni
di riassorbimento, mentre gli embrioni irradiati degli stessi gruppi
erano gid morti, Cosi, ad esempio, in un caso fissato 20 giorni dopo il
trapianto (in giugno-luglio), si nota allesame istologico un occhietto
in buone condizioni e ben differenziato, mentre tutti gli irradiati dello
stesso gruppo. erano gia morti da 10-13 giorni. Tl donatore fu fissato
8 giorni dopo lirradiazione, quando era gia sofferente in modo da non
lasciar dubbio che sarebbe morto al pari degli altri embrioni; 'acchio
aveva raggiunto un disereto differenziamento. ) questo uno dei punti
che avrd pilt cura di ripetere, sia per fissare bene i limiti sperimentali
del fatto, sia nel senso di ricercare l'eventuale esistenza di organi che
_per essere pilt sensibili eausino, morendo, la morte dell’intero orga-
nismo, B '
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B‘?'adiazioﬁe di _60’;_ ~ Gl ;:embribn:i_-irradiati per 60" presentano,
in vivo, gli stessi fatti di guelli -"iri'a;_di&ti_ per 30/, ma molto pili accen-
tuati, mentre lo '_diﬂ'efé_nze'.ind_i_vid_ﬁal_i __soho_ meno ampie; muoiono dopo

“un ‘tempo. pilt ‘breve (dopo 4-6 giorni, in luglio) (*). L'abbozzo retinico
ed il lentogeno éoggia@ciono a necrosi eompleta : notevolmente pill resi-
‘stenti sono gli strati pigmént&ti. R

" L’abbozzo oculare trapiantato e quello rimasto in sitw, fissati con-
temporaneamente, si presentano nelle stesse condizioni. L'osservazione

_in vive, confermate dall’esame istologico, mostra, dopo la morte dei
controlli- irradiati, il graduale assorbimento del trapiantato.

Irradiazione di 90'. — Tn un ecaso trapiantai parte dell’estremith
cofalica dj un embrione irradiato per 90', separata con un taglio im-
mediatamente posteriore alle vescicole ottiche, su un embrione normale:
osservaj il riassorbimento graduale e completo del trapiantato, senza
che precedesse aleuna pigmentazione degli abbozzi oculari. Lo stesso
visultato ottenni nel trapianto di vescicole oftiche.

Queste esperienze di trepianti da embrioni irradiati su normali
saranno opportunamente ampliate ed estese ad altri abbozzi, ma fin
d’ora permettono dj trarre alcune conclusioni. Tinché l'embrione dona-
tore rimane in vita, il suo occhio e quello trapiantato su embrione

normale si presentano nelle stesse condizioni, senza che il trapiantato
e in tali limiti di tempo — abbia quindi vantaggio dall’esser ripor-
tato in ambiente mormale: ¢id b segno che lazione necrotica det
raggi X ha colpito direttamente, ed in modo irreversibile, il tessuto
oculare. Continuando — dopo la morte del donatore (o degli embrioni
controllo) -— a seguire il comportamento del trapiantato, si osserva,
sempre per le irradiazioni di 80" o pil, e quasi sempre per quelli
di 80, il suo completo riassorbimento. Vi & perd qualche caso tra gli
embrioni irradiati per 80, in cui — e cid & di notevole interesse —
'occhio rimane in vita, mentre i controlli son gid morti da parecchi

(%) Controllai sperimentalmente che 'edema inizia contemporanesmente negli
ambrioni irvadiati per 60 e nei normali cui siano asportati i pronefri. Lo studio
del comportamento degli abbozzi renali, che ho gid iniziato, appare di notevole

interegse,
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giorni, e, ovviamente, anche il trapiantato se fosse vimasto in situ
sarebbe morto insieme con l'embriome cui apparteneva ().

b) Trapianto della wescicola ottica di embrione normale su enm-
brione drradicto.

Trapiantai la vescicola ottica di embrioni normali su irradiati per
15, 80, 60', per osservare eventuali alterazioni prodotte, dall’irradia-
zione, sull’intero organismo.

Finora non sono visultate. It solo da notare un lieve ritardo nella ve-
locits di sviluppo nei trapianti su embrioni irradiati per 60, e, in grado
ancor minore, in quelli di 80" che rimanendo in vita per un tempo sulfi-
cientemente lungo pormettono un differenziamento anche normale del
trapiantato. Si devono inoltre tener presenti le sfavorevoli condizioni
meceaniche create dallo scarso sviluppo nell’embrione irradiato, e par-
ticolarmente dall'idrope, specie se interessa la zona del trapianto. 11 ri-
tardo di sviluppo manca nei trapianti su embrioni irradiati per 15

Queste esperienze saranno ampliate ed estese ad abbozzi pit son-
sibili,

Concludendo, le ricerche esposte permettono di porre in rilievo
tre punti. 1) I perturbamenti subiti dall’abbozzo oculare negli embrioni
irradiati non scompaiono se lo si trapianta su embrione normale. 2) 11

trapianto pud continuare a vivere anche molti giorni dopo la morte
del donatore, senza dar segni di riassorbimento, mentre se fosse rimasto
in situ sarobbe evidentemente morto con lembrione cui apparteneva.
8) L'sbbozzo oculare normalo trapiantato su embrione irradiato subisce
solo una lieve diminuzione nella veloeits di sviluppo.

{1) Beeguii alcuni trapianti di abbozzo codale di embrioni irradiati per lo
9 oye su embrioni nowmali. Trattandosi di esperienze preliminari, mi limitai a
seguirle in vive. I trapianti non presentarono mal unc sviluppo maggiore che nei
controlli; ma & notevole che in varl casi non osservai il loro risssorbimento, pur
avendoli seguiti per moltissimi giorni dopo la morte dei controlll.
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TRAVI IN CEMENTO ARMATO
AD ELEMENTI IN DIVERSO STATO DI COAZIONIE®

(Con tre figure)

CARLO CESTELLI GUIDI

Svamariva., — Cum ConoNngrer guaedam animadverferit de computandis
sollicitationibns in trabe caemonti armati (¥}, quae, ob antea tensas fulturas, sit
in statu coactionis, et externis viribus subdatar, Anctor genevatim de trabe dis-
sorit, una vel pluribus trabibus constanti, quarum alia sit in alio coactionum
statu; ariificium guoddam Auctor significat, quo sua computatio ad normalemn
casum tum ctiam referri potest, cum, externis oneribus gravantibus, nisus ef
_contentiones tractionis adsint in conglomerato (%).

- Consideriamo dapprima una sola trave in conglomerato con arma-
ture preventivamente tese (¥).
Lie sollecitazioni che si hanno in essa in assenza di forze esterne
o sotto carico possono in ogni caso calcolarsi secondo la regola se-
Sguente:
“ «Detta N la risultante delle tensioni preventive (anteriori al getto)
a cul furono sottoposte le armature (visultante nota in grandezza o
posizione) e detto N lo sforzo longitudinale (eventualmente nullo e in-

{*) Wota presentata dall’Accademico Pontificio Gustavo Colonnetti i1 12 di-
cembre 1944,

(") G. CovonNmrTi, « Scienza delle Costruzioni», Torino, 1941, pag, 483,

(%) 1l procedimoento di caleolo indicato in questa nota & stato gis applicato
dallo serivente al caso pilt semplice di un sistema misio costituito da nervatura
precompressa e soletta non precompressa (C. Cesvrnid Gurm, Condribufo al col-
colo del cemento armate precompresso, < Annali del T, PP, », Dicembre 1932},

{(*) Le sollecitazioni nelle armature della trave per forze esterne applicate ad
essa prima di esegrire il getto, & queile che si destano ne! conglomerato (e lo
vesidue nel ferro) in seguito alla eliminazione di dette forze esterne, le indiche-
yemo, con il COLONNETT1: sollecitazioni preventivamente applicate alle armature,
le prime e sollecitazioni dello stato di coazione le geconds. Tuttavia per como-
dith di esposizione a volte chiameremo, seguondo una consuetudine ormai dif-

10 Aeta, vol, VIIL
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finitamente lontano) dovuto alle forze applicate (anch’esse note in gran-
dezza. e posizione), si indichi con R la risultante AN @) edi —N,Rsard
cosi nota in grandezza, posizione e segno. Si ha allora che:

a) le tensioni effettive o, del calcestruzzo sono uguali a quelle che
si avvebbero per la forza eccentrica R;

b) le tensioni effettive o, del ferro somo uguali o quelle che si
aprebbero, come sopra, per lo sforzo eccentrico R, aumentate (algebrica-
mente) delle tensioni preventive (note).

Per rendersi ragione di questo fatto, riportinmoei all'istante in cui
venne terminato il getto, prims che la trave venisse lasciate & 6
stessa.

In tele istante le armature sono soggette ad uno sforzo assiale di
oui T o la risultante, mentre il 7, & dovungue nullo. Possiamo dire
che N &, in questo easo, la risultante relativa a tufte le sezioni della
trave. Se dunque dopo aver abbandonsto la trave & sé stessa, si ap-
plica nuovamente uno gforzo longitudinali pari a N od ugualmente
disposto, si ritornerd alle condizioni di partenze con ¢, = 0 e 6, == o
Pih in generale, se per una qualunque sezione di trave la risultante
relativa & N (in grandezzs, senso e posizione) si ha per quella
sezione:

5,=0 e or=0y

So dunque N & Veffettiva risultante relativa ad una sezione della
trave, possiamo considerarla come composta di due sollecitezioni: la

fusa, pretensioni le prime e, per il econglomerato, precompressione le seconde con
esprossione inesatts, sia perchd lo stato di coazions pud portare anche a sforai
& trazione in una zona della sezione, sia perché esse si destano posteriormente
e quindi, caso mai, il prefisso «pre» & da interpretarsi eome stato di cose pre-
cedente alla applicazione del carichi utili. Per trave precompressa intenderemo
allora una trave in stato di coazione per la eliminazione delle forze esierne pre-
ventive.

Riguardo alla simbologia seguita si chiarisce che i simboli lineati (N, o) si
viferiscono allo stato preventivo di applicazione delle sollecitazioni esterne alle
armature, quelli con asterisco {s¥) allo stato di coazione prodotto dalie elimina-
zione delle forze esterne preventivamente applicate alle armature ed infine Vapice
(") alle travi agginnte a quella principale (fig. 1).

(*) I1 segno delle forze N e N, trattandosi di ¢. a. si assumerd positivo se
di compressione. Percid Ja pretensione pard in pratica un numero negativo,
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sollecitazione N e una certa sollecitazione che chiameremo R. Potremo
percid scrivers l'equazione simbolica

1] N=N:+R

Ora, la sollecitazione N annulls, come s’ detto, tutti i o,, mentre
rende uguali a 5, 1 vari o, L’annullarsi dei o, per una delle sollecitu-
zioni componenti assicura che si pud applicare anche al calcestruzzo la
sovrapposizione degli effetti. Avremo percid dalla [1}:

[2] Gy = Oy
e
3] o =10, + Oy

Siccome poi, per la [1], R si pud considerare come risultante dei
due sforzi — N ed N, e ciod:

(4] R — N 4 N,

risults senz'altro giustificata la proposizione sopra enumciata.

Nel caso particolare di N ==0 (trave non soggetta a carichi), la
[4] dice che, nello stato naturale {ciod a vuoto), i 6. sono guelli che
si avrebbero nella corrispondente trave normale soggetta ad uno sforzo
longitudinale eccenirico pari a — N, mentre i o, per la [3] si- otter-
ranno aggiungendo alle tensioni prodotte dalla — N quelle preventive.

81 consideri quindi il sistema complesso costituito da piti travi
rettilinee precompresse, accostate e saldate fra loro. Per ipotesi, nella
posizione reciproca assunte, i rispettivi diagrammi dello stato di coa-
zione, prodotti dalla eliminazione delle forze esterne di pretemsiome,
siano diversi I'uno dall’altro con la sola condizione che risultino pa-
ralleli 1 lore assi neutri, come & indieato nella figura 1 per due sole
travi I ¢ II. Avviene allora che le singole travi assumono curvature
diverse che debbono perd conservare anche dopo collegate fra di love.
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Costruttivamente cid si oitiene interponendo fra trave e irave un letto
di malta che, ove non combacino le superfici di contatto, come avviene
ad esempio con travi sovrapposte, le unisce senzs provocare reciproca
trasmissione di sforzi.

Diversi accorgimenti assicurano invece che cid avvenga per le sol-
lecitazioni (sforzi di taglio) che si producono in seguito all’applica-
zione di carichi esterni. T’accoppiamento, che potremmo dire in pa-

Trave 7

s P ,;/ CNILEIIIIE
g snalor

e

Fravel

- _ﬁ;ve va

e, L,

N

rallelo, delle travi pud essere totalo o parziale. Comungue qui di se-

guito oi riferiremo sempre ai tratti in cui le travi risultano effettive-
mente collegate fra di loro.

Per comodita di esposizione chiameremo una delle travi trave prin-
cipale e lo altre travi aggiunte pur vilevando fin da ora che tale distin-
ione non imfluisce sullo sviluppo della trattazione. In seguito sugge-
viremo il eriterio di scelta della trave principale.

Le tensioni a trave scarvica (sola precompressione), che distingue-
remo con asterisco, nelle travi componenti: principale o aggiunte, es-
sendo per ipotesi indipendenti da quelle delle altve, sono nel fervo:

5] o =1, + O
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e nel conglomerato
1_6] 6% = O,y

dove si sono indieate con 6, € o, le sollecitazioni prodotte in una
trave normale in cemento armato, di sezione uguale a quella di una
delle travi componenti (con le relative armature), da uno sforzo longi-
tudinale R, che in questo caso si riduce alla precompressione — N, sol-
lecitazioni che per quanto precedentemente detto, possono considerarsi
note.

Por offetto di una data sollecitazione esterns {caso genevale di
pressione eccentrica, in particolare flessione o pressione semplice} pos-
sono verificarsi per le travi aggiunte tre casi:

a) le travi sono tutte compresse;
b) una, o pits travi sono tutte tese e le altre tuite compresse;
¢) una o pit travi somo in parte tese ¢ in parte compresse.

Esaminiamo successivamente questi fre casi:

Caso @) Le travi aggiunte possono considerarsi tutte resistenti e
ad esse pud applicarsi il principio della sovrapposizione degli effetti.

Per offetto anche della sollecitazione esterna reale possono veri-
ficarsi due sottocasi: la trave principale riswlta tutte compressa ovvero
parzialmente compressa.

Nel primo si pud continuare nd applicare la sovrapposizione degli
offetti o calcolare le tensioni dovute al carico esterno come se si trat-
tasse di una trave resistente anche o trazione, sommando poi i risul-
fati cost ottenuti con quelli di procompressione corrispondenti alla
trave scarica. Come controllo deve risultare dovunque il o, non mi-
nore di zero (1).

Nel secondo sottocaso, ossia con trave principale parzialmente com-
pressa, ove si voglia trascurare, come & d’uso, la zona fesa, il proce-
dimento non & pitt lecito. Occorre quindi introdurre un artificio che
consenta di considerare lo stato di conzione di tufte le travi come de-
‘rivato da un unico diagramma rettilineo.

() In pratics potendosi ammettere piccole sollecitazioni di trazione nel con-
glomerato rientrano in questo caso anche le travi nelle quali non sia rigorosa-
mente verificate ln condizione.



i PONTIFIOIA ACADIMIA SCIENTIARVM

Sia il diagramma prescelto quello della trave principale. Costrut-
tivamente la condizione imposta equivale a supporre che, avvenuta la
fase di precompressione delle singole travi componenti, indipendente-
mente ung dall’altra, in seguito alla eliminazione delle forze esterne
di pretensiono applicate alle rispettive armature, venga prodotto nelle
travi aggiunte un ulteriore stato di coazione di valore tale da portare
i propri diagrammi di sollecitazione tfotalo a coincidere con quello
della trave principsle, ovvoro con il suo prolungamento, a seconda della
posizione reciproca dolle travi.

0id fatto le travi possono pensarsi rese solidali fra di loro in modo
da costituire une unica trave il cui diagramma di sollecitazione ri-
sponde alla condizione di essere lineare o continuo.

Con cid si sono poste le travi aggiunte in uno stato di coazione
che & diverso da quello reale, ma, & rendere lecita la posizione fatta,
basta pensare che, prima di effettuare il collegamento fra le travi, in
quelle aggiunte venga prodotta una sollecitazione preventive uguale,
ma il segno opposto a quella detta, che concorre & produrre lo defor-
mezione voluta, e della quale va tenute conto nel valutare le solleci-
tazioni finali. %

i chiaro allora che Vintensith di questa coazione preventiva risulta
in ogni punto dalla differenza, cambiata di segno, fra la sollecitazione
di precompressione propria della trave prineipale e quella corrispon-
dente della trave aggiunts, ossia:

[7] Siprevy) = ~ (Tqprine) Togg.))
o anaslogamente pud dirsi per il ferro reale delle travi aggiunte.

Con procedimento pitt elegante, seppure meno intuitivo, anziché
proceders nel modo detto, sostituiamo al conglomerato delle travi ag-
giunte una equivalente sezione di ferro. Per fare ‘cid operiamo sulle
loro sezioni trasversali una divisione in striscie orizzontali di area infi-
nitesima de’, (si indicano con apice i simboli delle travi aggiunte) come
indicato in figura 1 dove la trave I & la principale e la. IT una delle ag-
giunte. Queste aree divise per m possono intendersi ciascuns come
_ Dequivalente in ferro do'y delle aree infinitesime do', e considerate
come armaturs della trave principale (*) anche se cadono fuori di essa

(1) L’artificio & indicato dal GIARRELLI per il calcolo delle sezioni a T in-
flesse in cemento armato,
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come nel caso delln figura poichd in effotti, nella deformazione, agi-
scono solidalmente alla trave principale.

Analoghe considerazioni & quelle sopra fatte per il conglomerato
delle travi aggiunte possono qui ripetersi per il loro ferro equivalente
supposto incorporato nella trave principale. Con questa posizione, poichd
il conglomerato della trave principale ha una precompressione ¢,* (a
vuoto), il ferro equivalente verrebbe ad assumers una sollecitazione no.*
mentre quella offettiva corrispondente al diagramma di precompres-
sione della trave aggiunta &: na*.

z -G
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Si osservi ora che la carattesistica delle travi precompresse & ap-
punto che la sollecitazione o/* nella armatura non & quells corrispon-
dente alla sollecitazione e del conglomerato, come avverrebbe in una
normale trave in cemento armato. La differenza & rappresentate dalle

1

pretensione o, (fig. 2) ossia, come si & visto, in virtty della [6]:
[8] == 6% — mat

Tnversamente tutte le volte che in una sezione in cemento armato
le sollecitazioni nelle armature sono diverse da quelle del conglome-
rato moltiplicate per », dpbbiamo dedurne che a dette srmature sl
stato applicato uno sforzo di pretensione. Cid si pud immaginare esteso
anche ai ferri equivalenti, supposti incorporati nella trave principale;
infatti, come si & detto, in essi la sollecitazione effettiva wnon & not
bensl crﬁ"(ﬂqnh.,):ncc*' e quindi la tensione preventiva, che chiame-
vemo fittizia, risulta, con espressione analoga alla 8]

[9] & iy = O toquivy — RO
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Si pud allora, a tutti gli effetts, considerare la trave principale,
come se quelle aggiunte non esistessero ed al loro conglomerato fosse
sostituito un sistema di armature soggette alle pretensioni fittizie espresse
dalla [9).

Anche per i ferri veali delle travi aggiunte, che sono stati sot-
toposti alla pretensione effettiva &, vale una relazione analoga alla [8]
ossia

{10] o' = at ot

D’altra parte, considerando anche questo ferro reale come facente
parte della trave principale, non coincidendo in generale o con ma*
si potrd trovare una nuova prefensione, che, per distinguerla da quelia
fittizia, chiameremo édeale, definita dalla relazione:

[11J Elf(ideu]e) == Gf:w — no*

o sostituendo la {10] nella [11], con riguardo alla {9] e tenuto presente che

Wy o 3 - .
10,5 == 0y S Oftlene:

{12] G ¢ Gideale) == setne —not =84, -

La trave composta pud percid calcolarsi col metodo generale ag-
ginngendo (geometricamente) alle tensioni preventive reali delle travi
la risultente di quelle fitfizie definite dalla [9] applicate ai ferri equi-
valenti ed a quelli reali delle travi aggiunte, coll’avvertenza di som-
mare algebricamente ls &',y alle sollecitazioni che si froveranno
per il ferro equivalente e reale, '

Con riferimento alla figura & si consideri allora il valore (noto)
della tensione a vuoto in corrispondenza di un punto della trave prin-
cipale, che in particolare potra essere quello &¥ al suo lembo supe-
riore. Il valore ¢,* in una fibra distente di y dall’asse neutro (della
trave a vuoto) & allora:

[18) o= L ot ot
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ove ¥, (") & la distanza del punto prescelto, e nel caso particolare del
lembo superiore della sezione, dall’asse neutro (a vuoto).

Analoghe relazioni si trovano per le travi aggiunte ¢ quindi, sempre
con riferimento ai simboli della figura 1, risuléa nei loro ferri equiva-
lenti la sollecitazione reale:

r

¥

At . — L X
{14] G (aquivy == R T, = 7t ?j’?“ T
0

&
1

Sostituendo allora le [18] e [14] nella [9] si ottiene la sollecita
zione di preteusione fittizia:

= ¥ e ¥ o
{15] T pifith) =— 1 (}j;;- O'cs - ;: (Tca)
e posto (%)
& ] ~
16 B S e o
[16] i 7

a {15] diviene
(7] o'piieey = (k' y' — ky)

e quindi la risultante delle pretensioni fittizie da applicarsi ad una
trave aggiunts risulte:

le] —ﬁ](ﬁbt,} o= fEf (fitt.) d&)rr =M k'fyr d(dr.,.- e ) ]ny d bjff y

(o’r wlp a)’f.

gl integrali dovendosi intendere estesi ai ferri equivalenti e reali.
Nella [18] i primo termine del terzo membro rappresenta ia sol-
lecitazione totale della trave aggiunta, compresi i suoi ferri reali, esi-
stente nella fase di precompressione, sollecitazione la quale coincide,
o meno del segno, con la pretensione effettiva N’ applicata ad essa e l'in-

(1)'Le y sono positive dalla parte delle o, positive rispetto all’asse neutro.
(%) Le k sono sempre positive.
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tegrale del secondo termine il momento statico §', dell'avea del ferro
equivalente ¢ veale della trave aggiunta, rispetto all’asse neutro w-
(a vuoto) della trave principale, ossia possiamo serivere Vequazione
simbolica

[19] ﬁ.’(ﬁﬁt_) = —N—nk §,= — N ~+- ﬁ’(ngg,) )
nella quale si & introdotta la pretensione aggiunta:
[.20] 4 ﬁ-’(n_gg,) _— N k S’:I! .

Tn. base alla convenzione adottata il momento statico & positivo
dalla parie delle y positive.
T1 punto di applicazione della ﬁr(ﬁﬁﬁ_) & conosciuto in quanto & chiaro
che la N'qgg, passa per il centro relativo all'asse x-x della trave prin-
]
cipale e quindi dista da guesta di y,= g“i .
X
La {20] cade in difetto qualora l'asse neutro della trave princi-
pale vada all'infinito (ossia precompressione uniforme). In tale caso
infatti §,=oc0; k=0 ¢ la N, diviene inderminata.
Ricordando che in questo caso ky == ¢,* == cost., si ha:

'nkfydm'f: nac*fdm’r:: neF Q'

dove @' & Yarea complessiva (ferro equivalente e reale) della parte ag-
giunta e quindi la [20] diviene:

[21] ﬁ’(ugg,) = —nolQ .

Nel caso particolare poi che il baricentro dell’ares complessiva
della trave aggiunta cada sull’asse neutro del diagramma di precom-
“pressione della trave principale, risulta 8§ =0 e quindi Ny =0 e
y=occ ed infatti un diagramma di sollecitazione con punto di nulle
nel baricentro della trave non pud essere prodotho altro che da un
momento. Allora anzichd una forza di pretensione aggiunta si ha un
momento di pretensione aggiumto che risulta dalla relazionsss

%
et d,

[22] ITfiugg-) = —1%

== ‘?’Ek(’j’m
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DPer quanto sopra’si pud, a tutti gli effelti, considerare, come gid
detto, in luogo della trave composta la sola trave principale, armata,
oltre che coi propri ferri, con le armature equivalenti e reali delle travi
aggiunte sottoposte, ognuna di queste ultime, complessivamente ad ung
tensione preventive di riswltante N+ ﬁ(ﬁ{;ﬁ_).

Tl calcolo si riconduce cosl al caso normale poiché, componendo
la protensione reale della trave principale con gquelle reali e fittizie
delle travi agginnte, si otticne una pretensione definita dall’equazione
simbolica :

1.23] HN“—m, = ﬁ -+ E'N—'}_|_ z ﬁr{ﬁ[‘-l‘-.) = ﬁ - E ﬁ'(agg.} s

che si pud chiamare pretensione mista (*) (fittizia 4 reale) o che pud
venire utilizzate per il calcolo della trave principale, solidale alle travi
aggiunte, allo stesso modo come verrebbe utilizzata la N per la trave
principale isolata.

Ed infatti si pud ora essere certi che, applicando alla trave prin-
cipale, provvista in pit del ferro equivalente e reale delle travi ag-
giunte, lo sforzo longitudinale N,,, si annullano in essa trave tutte
le ¢, mentre lo o, (dei ferri reali od equivalenti) assumono i corri-
spondenti valori delle relative pretensioni offettive.

Vale percid la sovrapposizione degli effetti e quindi, detta R la
risultante di N (forza esterna applicata) e di "N, si ha per il conglo-
merato ed il ferro della trave principale:

Op 7= Ten 4

[24]

;== G+ Opp
o per il conglomerato delle travi aggiunte:
N 1

G == ) S riequiv.) = "y (—G—',«(ﬁtﬁ.) + an)

(%) Alla [23] poteva giungersi anche direttamente considerare il ferro, equi-
valente o reals, delle travi aggiunte scarico, ossia come se non fossero osistite
le N, salve poi & tenerne conto nel valutare le sollecitazioni delle solo travi ag-
giunte. Allora ls protensioni fittizie necessarie.a produrre in esse travi scariche
lo stato di coazione definito dal diagramma di precompressione della trave prin-
cipale, si ridueono unicamente a quelle aggiunte ossia si sarebbe pervenuti di-
rettamente alla [28].

La [28] oi dice che tutte le travi aggiunte possono essere considerate como
una unies trave sottoposta ad una protensione aggiunta L Niagay o -
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o tenuto conto della [17]:
{26} 0'0 o _G?-';“ + % yr o iﬂy 1

per il ferro (*):

126] oy =5 A n(k y —ky)+ o -

() Esempio: Bia la trave indicata in figura 8 composta da quattro elementi
[IT-IITIV resi solidali fra di loro. I Ieil II si trovino in stato di coazione
per praventiva applicazione di tensione alle rispettive armature mentre il e
il 1V siano gearichi a vuoto.

i vogliano calcolare le sollecithzioni della trave cosi composta per un Imo-
mento esterno M = 80.000 kg cm. Poichs l'entith delln precompressione nells
trave superiore & slata determinata in modo che essa risalti tutta compressa per
effotto anche del carichi esterni, ed & da presumers, por it segno del momento,
che anche gquella inferiore sia tutta compressa, mentre ta irave I risulta par-
zialmente tesa, si sceglie nei caleoli questa ultima come principale e le aitre
come agginnte indicando con nn apice i simboli della trave 1l e eon due apici
quelli delle travi JII e TV cle possinmo considerare come una unica trave.

Determiniamo innanzi tutte le caratteristiche delle varie travi.

Trave principale (1)
Essendo n==8; wu= 0,76 emy; v, = 0,122 emg
8 == — 12000 kg/emq ; = e 12000 (0,75 + 0,192) = — 10600 kg

vieulte: ©poiaie) = 142 emq; & = B611 em?.

Poichd la N dista dal lembo infeviore di 4,4 cm ed il baricentro della trave
di 8,1 em si ha uno eccentricith di 8,7 cm e quindi:
A 3T
142 bB6ll
a:i =180 kg/emq ; "';i o= — 11070 kgfemq

o = 10500 { x 19,4} = —11,7 kgfemd ;

risults allora la distanza dell’asse neutro dal lembo superiore:
Yo= -*-1,7 cm ,
e quindi:
—11,7
Joo= M»——l—f,?ﬁ == 6,9 kgfom? .

H
Trave aggiunta superiore (11 )
o' =82@2=1ecmq
5, = 12000 kg/fomg T 2ee — 12000 % 1= ~12000 kg,
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Come controllo deve aversi ovunque o= 0.

Viene poi da s che, ove una delle travi aggiunte non fosse pre-
comprossa, risulterebbe a vuoto per essa o == 0 ed essendo guindi
N'==0 si avrebbe:

[27] N (fift) = N "ogz s

L’area del conglomerato, trascurande il piccolo tratte sovrastante alla

trave (1), &: :
of =2 X T,b % 6 == 90 emq

o 'equivalents in ferro
3 : — 90 [3 !
w'f tequiv.) = g~ ==11,8 cmg e la totale ol = 11,8 +1=12,3 cinq .

Lo sollecitazioni di procompressione sonc allora:

wr 12000 ot 976
? fleqwiv) 12,5 == 976 kgflemy; o, = 5 = 122 kgfemq ;

oy == -— 12000 + 976 = ~ 11024 kg/fomg ;
8y == 12,8 x 0,7 = — 8,61 cm?
o por la [20] ia pretensiome aggiunta risulta:
Winggy = — 8 x 6,8 (—8,61) =~ 47 kg ,
ed ozgendo:

16 % 68
- 4
Txi = 39,8 em? ,

&y = — 8,61 (—0,7) +

la sua distanza dall’asse neutro della trave principale &:

39,8 _

f B ——
e (T 4,6 cm .

Trave aggiunta inferiore (1II e IV)
m"c:(65~—-13)6+(13—5)2:_328(:mq; m"'r:O
5§ = % (812 % 18,8 + 16 x 18,8) == 648 om? ;
1 B2 x 67
I, =5 (4930 x 16,8 + 221 5 18,8 + ~—5
N (age) = =8 % 6, 9 x 648 = — 35494 kg ;

, _ 10285
Y= i3

)310235 om®

= 15,9 cm ,

Caleole della frave composta

Ls protensione mista da considerarsi sulla trave composta diviene per la [28]:

Ny == — 10600 4 476 — 85494 — — 465619 Iy
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e la sollecitazione nel conglomerato:
‘ e
28] oy = - ky.

Qualora il disgrammea dello stato di coazione di una o pilt travi
aggiunte coincidesse con quello della frave principale si avrebbe
k=1F;y=y e quindi Ngg,=N. La protensione fittizia Ny, di
dette travi, espressa dalla [19], risulterebbe allora nulla.

# ok ok

Caso b) 11 procedimento & lo stesso del « Caso a)». Il ferro ag-
giunto delle travi tutte tese risults costituito unicamente dal ferro

reale,
L S

Issendo nulla la forza esterna applicata {solo momento), le sollecitazioni
nelia trave si ottengono componendo la risultante R~ Ny = 46519 k¢ con il mo-
mento M= — 80000 kg crn, La R deve quindi intendersi applicata ad uuna di-
stanza dal bordo inferiore della trave:

— 476 % 28,4 + 10500 x 4,4 + 36494 x 2,9 ~ 80000

U= 1EE1D == 1,8 em
Issendo 1 coofficienti dell’equazione dell’asse neutro:
p= 6_§><_§ (0,875 % 8,1 +12,3 x 18,2~ E%’-i-l-a—s-) = 162 om?;
__6x8 85 x1,8° , 15x6°  65x13° )=

+

2 <
(0,75 % 0,7 40,122 17,6 4 12,8 x18,2 4 420 3 ZX o

== 3070 em? ,

66
Pequazione stesse risulte:
¥y, +162y ==3070 ,

da cui
Yo 10,9 cm ; ¥y =122 em ,

e quindi

8o == % (65 x 12,2° — 60 x 6,2%) — 8 (12,3 x 1,3 — 0,875 x 7,8) = 8085 cm® ,

Lo sollecitazioni nella trave T sono allora:

o, == 4350531: 12,2 =184 kgfemy ;
5, = — 12000 — 0219 6 6 8 = — 12790 kgjomq ;

rs 3036
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Caso ¢) 11 caleolo si pud condurre per successive approssimazioni
nel modo seguente: ’

Supposto dapprima di trovarsi nel caso a) si calcolino mediante
la [25] le tensioni o, al lembi superiore ed inferiore delle travi ag-
giunte. Trovandosi per una trave che una delle due tensioni & nega-
tiva si determini per proporzionalith la posizione dell’asse neutro (che
non coinciderd in genér&le, con quello della trave principale). Cid fatto
si consideri della trave aggiunta, oltre il ferro reale, la sola parte di
forro fittizio (da un lato dell’asse neutro) ove le tensioni risultano posi-
tive (compressione) e &i calcoli nuovamente come nel caso a). 81 trova
allora un nuovo asse neutro e cosi si continua finché lo spostamento
ulterioro dell’asse neutro diviene #rascurabile pervenendo allora rapi-
demente alle tensioni definitive, poichd in generale possono ammet-
tersi anche piccoli sforzi di traziome nel conglomerato.

s nella trave aggiunts superiore essendo:
. L2
W Tfequiv.)

[ M
I'y' = costante == ¢, == = .

per Ia [26] risults:

o mm— %10,34— 2’g}—wG,‘a (—8,7) == — 6 kg/emg ;
ol = — %%}5?» 4,3 + Egg———G,S x 2,8 =42 kp/omq ,
" & per la [26] la sollecitazione media nel ferro:
ofp = — 12000 + 976 4 8 X 6,0 x 0,7 - '%50571(? 7,8 x 8 = — 11850 kegfemq .

Nella trave aggiunta inferiore per Ia [25] (essendo %" == 0):

o" ;== 186 — 180 == 56 kgfemq ;

48619 .

o = " 6,1 —6,9 x 12,8 = b kg/emq .
Dai rissltati consegniti si rilsva che Ia trave I & parzialmente tess, in II
. & quasi integralments compressa avendosi sl Jembo guperiore una trazione di
soli 6 kgjemq ed a quello inferiore una compressione di 42 kg/emq e le travi II1
e IV sono completamente compresse.

Sono pertanto verificate le ipotesi di calcolo salvo che per la trave IL
8i potrobbe allora ripetere il procedimento come indicato nel easo ¢) ossin tra-
seurando la zona tesa dalla trave 1I, ma poich® la piccola trazione trovata pud
esgere ammesss per il conglomerato, sono praticamente accettabili 1 risultati
.ottenuti.
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3

Agli effetti dei risultati del calcolo & indifferente considerare Yuna
o Valtra delle travi come principale, perd ove & possibile prevedere che
delle travi risultino, per effetto anche delle sollecitazioni esterne, tutte
compresse, o futte tese, conviene scegliore queste come travi aggiunte.

I il caso di rilevare, in fine, che l'accoppiamento in parallelo di
elementi prismatici in conglomerato diversamente precompress, a parte
la, difficolts, di pratica attwazione, presenta un effettivo interesse con-
sentendo la realizzazione di travi con diagrammi di precompressione
variabili lungo di esse. Soluzione tecnica questa, che, se lascia intra-
vedere la possibilitd di realizzare in casi speciali di particolare impor-
tanza travi ad uniforme resistenzs, si impoue per le travi normali
quando si abbia inversione del segno dei diagrammi dei momenti per
incastri agli estremi.

In particolare il caso di trave precompressa abbinata ad altra non
precompressa si trova tutie le volte che un elemento precompresso
viene incorporato in un getto normale di conglomerato.
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IL MICROPLANCTON DI SUPERFICIE
DEL GOLFO DI NAPOLI®™

(con una figura)

ENRICO INDELLI

SvamaRlvM., — Microplancton, quod in summa aqusa intra Neapolitanum
pinum vivit, similiimum cursum anno 1944 habuit atque ISSEL annis 1929-1931
observavit, nisi guod maximum vernum Peridinaiorum (quae vocantur Peridinia
divergentia Ehrenberg) maius fuit anno 1944 quam annis 1929-1931.

INTRODUEZIONE

Ho preso in essme il microplancton di superficie del golfo di
Napoli (golfo interno) al fine di vedere se la facies fosse diversa da
quella descritte de Isser (1984), che nel triennio 1929-1931 compi
uno studio sul ciclo annuale del microplancton di superficie del golfo
di Napoli.

Il vecchio lavoro di Secmro#per (1901), relativo al microplancton
del golfo di Napoli, non permette purtroppo di rilevarve se la facies
del microplancton, all'epoca degli studi di questo autore, fosse la stessa
o meno di quella dell’epoca di IssEr, perché il lavoro in quistione ha
quasi esclusivamente carattere di revisione sistematica e non tiene
conto della frequenza delle specie nei diversi saggi.

Occorreva quindi vedere se, dopo tredici anni, che tanti passano
dalle ultime osservazioni di Isser alle mie, la facies del plancton
fosse restate la stessa o fosse variata. A questo studio mi hae spinto

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Umberto Pievantoni, il 25 di-
cembre 1944,

11 deta vol. VIIL




92 PONTIFICIA ACADEMIA BCIENTIARVM

gnche Vesplicita richiesta di un simile controllo invocato da Issen
che, nelle conelusioni del suo lavoro (1934, pag. 30), chiede uno studio
continuativo del ciclo del microplancton. Il presente lavoro intende
portare un primo contributo a questo studio.

METODO

Ho compiuto le mie ricerche sul microplancton di superficie
(1,50-2 metri di profondita) pescato a circa 200 metri al largo del
piccolo porto di Mergellina, con retino Aspiein di garza n. 20 con
diametro alla bocea di cm. 80, trainato da una barca a remi per dieci
minuti.

Il microplancton & siato da me studiato sul vivo, nei laboratori
della Stazione Zoologica di Napoli

T saggi, in numero di 62, sono stati prelevati con una o due pe-
scate giornaliere cseguite tra le 7 e le 8 (ora solare), Ho fatto anche
eseguire alcune coppie di pescate in uno sfesso giorno: una alle ore 6
e l'altra alle 12,

Queste coppie di pescate erano eseguite per vedere se ci fossero
delle variazioni nelle specie dominanti alle diverse ore del giorno, in
funzione della diversa incidenza del raggi solari.

GRUPPI STUDIATI

Ho preso in esame 1 due gruppi principali del fitoplancton e ciod le
Diatomee e 1o Peridinee, di cui ho osservato complessivamente 6b specie;
inoltre ho seguito le variazioni di Spirulina maior (Cianoficee) e di
Cerasterias raphidioides (Cloroficee).

Ho ritrovato 48 specie tra quelle citate dall’Tssmr, che sono fra
le pitt comuni nel golfo di Napoli, oltre ad altre 17 specic non citate
dal suddetio autore, che perd appaiono assai pilt rare.

DIATOMEE -

Com’s noto, nel golfo di Napoli, le Diatomee sonce abbondantis-
sime e cid & dovnto al fatto che esse vivomo nelle acque rieche di
rifinti animali, condizione questa che si riscontra nella zona costiera
napoletana, molto popolata.
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Infatti le osservazioni fatte hanno messo in ovidenza che su
82 saggi, 54 sono con prevalenza di Diatomeo e 11 con prevalenza di
Peridinee.

I da notare che, fra le Diatomee, ho ritrovato, ed anche copiosa-
mente, it Chaetoceros constrictus Giran, specie che Isser, nella sua
memoria gid citata, descriveva per la prima volta per il Mediterraneo
e reperiva abbondante nelle sue pescate primaverili.

PERIDINER

Quantitativamente le Peridinee, se nelle acque del golfo di Napoli
non presentano durente la maggior parte deil’anno 'abbondanza delle
Diatomee, hanno perd una notevole varietds di specie. I due generi pit
abbondanti sono: Ceratium e Peridinium.

I Ceratium hanno specie perenni e specie afanoterme (usando questi
termini nel senso di Issen). Fra le prime sono Ceratium furca Clap. et
Tachm., C. fusus Ehrb. e C. tripos (0. I, Miller) var. mediterrancum
Pavill, ; fra le seconde Ceratium trichoceros Bhrb. o C. macroceros Stein,
Dealle mie osservazioni infatfi, risulta che queste due ultime speeie, e
in prevalenza la prima, presentano un massimo rigoglio al prineipio
della primavera. Vanno poi man mano diminuendo fino & preseutarsi
in numero di uno o due individui nei saggi di fine primavera.

Fra le specie perenni Ceratium furca & quasi costantemente, abbon-
dante mentre Cerativm fusus e C. fripos divengono pilt scarse con le
temperature elevate.

Per quanto riguarda il geneve Peridinium, & da notare che esso
presenta- una grande varietd di specie. I rappresentanti piti comuni
sono: Peridinium divergens, . diabolus (Cleve), I’ oceanicum var. ob-
longum Aurivill e P. depressum Bailey. '

Questi sono pitt o meno tutti perenni, facendo eccezione il solo
Peridinium depresswm cho, come gia aveva osservato 'lssern, appare
quando Vacqua st riscalda. 7

I Peridiniwm hanmo uun massimo verso la metd della primavera.
In questo periodo, e precisamente del 16 maggio al b gingno, con una
breve interruzione, essi hanno rappresentato 'elemento dominante del
plancton.
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ALTRE PERIDINEE

Fra le altre Peridinee ho ritrovalo Dinophisis caudata Kent, D. tripos
Gourr, D, ovwm Schiitt, D. Schroéderi Pavillard, Gondodoma polyhedri-
cum (Pouch), Ornithocercus heteroporus Kof, 8 0. magnificus Stein, Ce-
ratocorys horride Stein, Gonyaulax polyhedra Stein, G. poligramma
Paulsen, Phalacroma poridictyum Stein e Ph. doryphorum Stein.

SPECIE ASSENTI NEL 1929-1981

Ho sopra accennato di aver ritrovato nell’osservazione dei saggi,
aloune specie che I'Isser, nel suo lavoro nom ha citato.

Dico subito che queste specie, in numero di 17, non si soio mai
presentate come elementi prevalenti in aleun saggio osservato, ma sol-
tanto come individul pilt o meno isolati.

Fra tutte, le specie che si sono mostrate pill frequentemente e pilt
numerose rispetto alle rimanenti, sono: Khizosolenia Hensendéi Schiiti,
Rh. semispina (Hensen), Cerasterias raphidioides Reinsch, Spérulina
maior Gomont, Rabdonema adriaticum Kitz, Tabellaria flocculosa Kiitz,
Pleurosigma angulatum Karsten.

RISULTATI

Dalle mie ricerche sul microplancton di superficie del golfo di
Napoli risultano evidenti quattro fatéi:
1°) che la rigogliosa produzione primaverile del Chaetoceros con-
strictus, notato per la prima volta da IssuL nelle acque del golfo, &
stata de me riscontrata abbondante e predominante sulle alire specie
nei saggi del 24, 25, 26 e 28 aprile, del 2 e 20 maggio, restando sempre
pilt 0 meno abbondante in quasi tutti gli altri saggi.
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2%y che il Chaetoceros rostratus Lauder, apparso per la prima
LI . - * . -
volta nel saggio del 8 maggio, mostra un evidentissimo rigoglic ed
assume carattere di dominante nei saggl del 21, 22 e 26 giugno ciod
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Composizione percentuale del plancton nel 1944, Liarea rxipionn con tratti ineclinati verso

sinigtra indien 1o pereentunie 4i Poridines, guolle con tratéi inelinnti verso doestrn indien

In. porcontunle di Diatomeo. Lo freccie indieano il massimo delle specio pilt eomuni.

C. ., Chaetoceros affinds; C. o, Chactocceros constrictus; Cur,, Chaetoceros vostrafus; Cos,, Chos-
toceros curvisetus; P.d., Peridicium divergens.

allinizio dell’estate; la qual cosa viene a confermare il massimo estivo
di questa diatomesa per il golfo di Napoli, come aveva notato 1'Isser,
a differenza delle acque di Genova dove la specie in parola ha un mas-
simo invernale.
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8°) che il microplancton dei due saggi, pescati in ore diverse
dello stesso glorno, & costituito qualitativamente delle stesse specie
del giorni precedenti e si nota soltanto una certa differenza quanti-
tativa; clod la facies planctonica & la medesima nei due saggi, mentre
lo stesse specie mostrano nel saggio pescato alle ore 12 un numero
di individui minore di quelli osservati nel saggio pescato alle ore 6,
fatto questo che si attendeva perché & hen noto (efr. ad es. Isszn 1982)
che gli elementi del fitoplancton tendono a spostarsiin basso quando
Iintensitd della luce & molto forte.

4°) le Peridinee presentanc un massimo che cade tra maggio e
giugno come osservava anche Issen; nel 1944 perd esse si sono mo-
strate nettamente dominanti sulle Diatomee per alcuni giorni conse-
cutivi e non in reperti isolatl come riscontrava Isser. Questi infatii
trovava che le Peridinee, nel triennio 1929-1931, predominanoc sulle Dia~
tomee nei saggi del 81 maggio 1930 e del 23 maggio e 6 giugno 1931,
mentre io le ritrovo predominanti in due periodi che vanno, rispetti-
vamente, dal 15 al 24 maggio e dal1°al 5 gingno 1944, Se si conside-
rano quindi i reperti del periodo che va dal 15 maggio al 7 giugno,
sin. per gli anni 1929-1931 che per il 1944, si trovano le seguenti per-
centuali: 1929 100 %/, di Diatomee; 1830 76 %/, di Diatomee e 2b %,
di Peridinee; 1981 62,5 °/, di Diatomee o 37,56 %/, di Peridinee; 1944
86,6 ¢/, di Diatomee e 44,4 °/, di Peridinee, come emerge dalla ta-
bella 1. '

In base a iutto questo, si potrebbe forse parlare di un aumento
delle Peridinee (Peridinium divergens) a detrimento delle Diatomee
(Chaetoceros constrictus, C. curvisetus, Sheletonema costatum).

La conclusione principale eui giungo & perd la seguente: a di-
stanze di tredici anni intervorsi tva le ricerche di Issun e le mie, nen
gl osserva nel microplancton di superficie del golfo di Napoli altra
variazione se non questo aumento del rapporto Peridinee: Diatomee
nella seconda metd di maggio ¢ nella prima settimana di giugno.
Si pud pertanto parlare di una notevole costanza della facies del fito-
planctomn. '
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Fapmrna 1.

1929 1930 1931 1944 SPIMGAZIONE DELLA TABELLA
— — o 15-Vv P Vicino alla data della pe-
_ . 16V D _ geata D indiea il prevalere
delle Diatomee (Chaetoceros
— -V D . — . .
constrictus, C, didymaus Bhrb.,
18-V D - - - C. affinis Lauder, Skeletonema
- - —_ 19-v p costatum Grev, Nitzschiaz se-
= _ R 20-V D riata Cleve); P il prevalere
! delle Paridinee (Peridinium
_— e - 22-V P .
divergens, P, depressum, Cera-
— — 23~V P | 83-V D tium furea). Le pescate del
— 24..V D — 24-V D 1929, 1930, 1931 sono quells
_ . . 95V P di Tsswr; lo pescate del 1944
1 le mie,
- - - #-v. D In basso la percentuale dei
— - - 27-v D glorni nei quali predominano
e — —_ 20~V D le Peridinee negli anni indi-
. . 30-v D | 80~V D cali in testa alia coionna.
- 3i.v P — 31-V D
1I-VI D — — -vIip
— —_ — 2-vip
— — — 5-vip
— —_ - 5-Vip
— — 6-VI PP | 6-VID
— -VI D —_ 7-VID
00/ P | 250/, P [BT5 9/, P|4ddo/, P
2b 9/,
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Onde dimostrare quesis costanza, riporto una comparazione dei
protocolli di alcune pescate mic o di Issur che dimostrano una composi-
zione quagi identica dei saggi nello stesso giorno di due anni diversi.

IssEL = Saggio del 25-4-1929 = Fitoplancton a Chaeloceros consirictus-didymus;
fra i Ceratium prevale C. furca.

25-4~1944 = Fitoplancton a Chaetoecros constricius; fra i Ce.
ratium prevale C. furca.

INDRLLI == »

]

IsspL = » » 23-5~1931 = Fitoplancton a Peridinium; Diatomee ridotto a
' detrito; pochi Ceratium.

INDELLI — » » 93-5-1944 — Fitoplancton & Skeletonema costatum- Peridi-
niuwm; molte detrite di Chaefoceros; pochi
Ceratium.

IggEL = » » 1361931 = Fitoplancton a Chaetoceros affinis con parteci-

pazione di altyl Chaetoceros (C. didymus,
C. Lauwderi Ralls, C. tortissimus) e Nitzschia
sericta.

InpBLLI — » »  18-6-1944 — Fitoplancton o Chasfoceros affinis; abbondanfi
i €, Lauderi, C. didymus, C. decipiens Oleve.

Isgmn = s »  7-B-1981 == Fitoplancton a Nitzschiaseriata piuttosto scarso;
contributo Importants di Chaefoceros affi-
nis, C. Lauderi, nonché dsterionella japo-
nica Cleve. Fra le Peridinee Ceratium mas-
siliense (Gourr) e Peridinium depressum.

InpBLLY = » s 7-8-1944 = Fitoplancton a Ghaetoceres ajffinis. Abbondanti
C. Lauderi e O. curvisetus, Asterionelle japo-
nica, Fra le Peridinee: Peridinium divergens
e P. depressum, Ceratium massiliense,

81-10-1980 = Fitoplancton a Chueloceres rostratus mediocre-
mente coploso ; incremanto di Diatomee frale
quali abbonda Chactoceros ajffinis. Anmento
di Peridinee,

InpELLL == » » 31-10-1944 — Fitoplancton a Chaeloceres curvisetus; altre

Diatomee abbondanti sono Chaetoceros af-

finis, C. rostratus. Numerose Rhizosolenia;

si notano alcune Peridinee.

IsspL = »

o

Isgnn == > »  14-12-1999 — Titoplancton a Chasfoceros affinis- Thalassio-
tricc; mediceremente copioso. Partecipazione
qualitativamente abbastanza icca di Peri-
dinee.

INDELLI = > »  14-192-1944 — Pitoplancton a Chaeloceros affinis; abbondano

pure C. curvisetus, C. rostratus, Thalassio-
trixz o Rhizosolenia, Varie le Peridinee.
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Per quanto concerne l'aspetto sistematico del problema: le specie
da me osservate sono quelle stesse che ITssmL aveva notate o lo
specte, che Issen non trova ed io trovo, non sono mai, come si & detto
innanzi, predominanti sulle altre ma rappresentate da un numero di
individul piuttosto esiguo. Esse, quindi, non si possono considerare
come elementi divariabilitd a lungo periodo del fitoplancton, ma come
comparse accidentali di pochi individui di specie, che appaiono e scom-
paionc nel golfo per causo la cui natura non & precisabile.

Non deve maravigliare se nel golfo di Napoli vi sia questa relativa
costanza mentre o Rovigno, IsseL (1925) segnala differenze tra il plancton
dei diversi anni, Queste variazioni sembrano dovute alle peculiari condi-
zioni idrografiche di quella zona di mare che subiscono sensibili varia-
zioni, rilevabili come variazioni deila salsedine, effetto dell’apporto pitt
o meno abbondante delle acque dei fiumi, che si gettano nella regione,
tra cui In primo piano il Po.

CONCLUSIONI

Il ciclo annuale de! microplancton del golfo di Napoli si presenta
nel 1944 con lo stesso aspetto generale che presentava negli 1929-1931,
salvo un pill spiccato massimo primaverile delle Peridinee (Peridinium
divergens).

Lo stesse specie che predominavano allora predominano ora e
molte volte la comparazione tra i dati dell’Issen per gli anni 1929-1931
e quanto si osservava nello stesso periodo dell’anno 1944, dd una sor-
prendento concordanza di risultati.

Dall Istituto di Zoologia della R. Universitd di Milano
ospitate datla Stazione Zoologica di Napoli.
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COMPORTAMENTO DEGLI'EMBRIONI DI RANA
ESCULENTA SOTTOPOSTI A DOSI SUB~-LETALI
E LETALI DI RAGGI X IN SEGUITO ALLA LORO
UNIONE IN PARABIOSI CON EMBRIONI NORMALI®

LEA MISTRUZZI

SVMMARIVM. — Auctor perspexit ex parabiosi inter commvnes ranarum
foetus et foetus ciusdem speciei qui antea per radios X irradiati sint, aliquatenus
reparari ivradiationis damna, si paria sint in pavabiosi, cum: aliter omnino absor-
beatur foetus irvadiatus.

' Espongo in guesta nota i risultati di ricerche preliminari, eseguite
uell’lstituto di Anatomia Comparata di Roma, che mirano & mottere
in evidenza sia aleune peculiarité delle lesioni da raggi X sia influenza
che sual loro svolgersi viene esercitata da un particolare ambiente guale
quello cosfituito da un embrione normale.

Alirl Autori hanno studiata I'influenza esercitata dalla presenza di
determinate sostanze organiche ed inorganiche nell’ambiente di sviluppo
del tessuto espiantato (Scuuszrr) o degli organismi irradiati ma, da
guanto risulta dalla letteratura, nessuno ha mai pensato di osservare
quella esercitata da un organismo sano in condizioni di parabiosi con
uuo irradiato.

Occupandomi gid da un anno di problemi inerenii alle parabiosi, vo-
. lovo tentare guesto genere <li operazioni fra embrioni irradiati con raggi

ultravioletti ¢ embrioni normali ; ma non essendo rinscita ad olteners nuna
dose tale da causare le condizioni necessarie al mio studio dopo un certo
~numero di giorni dall’irradiazione e poichd Prrrr uello stesso istituto

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Filippo Silvestri il 15 gen-
naio 1945, : : :

12 Acta, vol, VIIL
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aveva iniziato con successo esperienze di frapianti dei donatori tratiati
con raggi X, che riferird in seguito, ho deeiso di adoperare per il mo-
mento queste radiazioni,

Ho esegunito le parabiosi unendo due embrioni allo stadio di ve-
geicola otfica primaria, togliendo un lembo di pelle, evitando di aspor-
tare il tuorlo sottostante, sui loro flanchi opposti-e poi facendo com-
baciare le ferite e agevolando con una leggera pressione la loro sal-
datura. T.e operazioni sono state eseguite in vaschette di paraffina
contenenti soluzione fisioclogica con laiuto di un paio di forbicette
da iridectomia. G1i embrioni di Rana esclulenta uniti in parabiosi ap-
partenevano sempre allo stesso lotte e si trovavano allo stesso stadio.
Jirano uniti in parabiosi un embrione normale ed uno trattato prece-
dentemente con raggi X. Llirradiazione & stata cffettuata con un tubo
per terapia (Miiller—-Meiro) ad una tensione di 40Kv ed una intensita
di 3mA senza filtro. La distanze della vaschette di vetro contenente gli
embrioni ¢ sempre la stessa quontita di acqua, era di 21,6 cm. dall’anti-
catodo. I tempi di esposiziéno ai raggi erano di 15, 30 o 60 minuti primi.

Le lesioni prodotte dai raggi ersno di diversa entitd a seconda
della dose, ma non esiste in senso assoluto una proporzionalitdy diretta
fra dose o gravith delle lesioni: talvolta per le stesse dosi si hanno
risultati differenti e per-dosi diverse risultati molto vicini dato che
molti fattori influenzano la particolaxe roentgensensibilits degli em-
brioni, quali lo stadio di sviluppo al quale furono irradiati, la tempe-
ratura ambiente ed inoltre anche le condizioni individuali degli em-
brioni provenienti da lotti diversi, ferme ‘restando lo altre condizioni
sperimentali.

In genere gli embrioni irradiati per 15’ sopravvivono e presen-
tano poche lesioni istologiche limitate al tessuto nervoso; gli altri
organi ¢ tessuli sono normali, Dati gli effetti poco appariscenti cho
51 ottengono per questa dose ho preferito eseguive la maggior parte
delle esperienze su ombrioni trattati per 30" o 60" In seguito a queste
irradiazioni gli embrioni allo scadere di pochi giorni (6-7 mel primo
caso, 4-H nel secondo (1)) presentano gravi alterazioni istologiche e mor-
fologiche. ‘

(*) Bisogna tener presente che la temperatura ambiente nel periode delle
operazioni (giugno-agosto) era piuttosto elovata e che quindi i procossi delle
sviluppo 51 esplicavano con maggiore velocitd.
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11 tipo di queste ultime & affine a quello osservato da molti alfri
auntori in embrioni di anfibi sottoposti, in vari sftadi di sviluppo, al-
Tazione del raggi X, del radio e di altri agenti sin chimici che fisici.
" In genere si osserva riduzione, che pud giungere fino alla inibizione
o rudimentazione di tutta la parte cefalica precordale con afrofia
dell’'apparato bocceale; gli occhi possomo essere rudimental: o mancare
del tutto o si pud conservare qualche loro componente (eristallino,
tapetwm nigrum); la capsula otica & sempre presente esclusi i casi di
somploto riassorbimento o degenerazione della testa. e branchie sono
pilt tozze e meno ramificate di quelle normali; il corpo si presenta
spesso ricurvo dorsalmente e la coda pud avere i bordi della pinna
frastagliatl. Un edema si comincia a manifestare nella zona cardiace
e pol si estende talvolta confluendo con altri eventuslmente formatisi
in altre zone. La pressione esercitata dall’idrope impedisce lo sviluppo
normale degli organi addominalil 1 quali si presentano moelto plecoll.
L’intestino raramente forma i tipici avvolgimenti ma per lo piti & breve
e piu dilatato del normale. 11 cuore molto piccolo pulsa ritmicamente.
Le lesioni istologiche sono particolarmente evidenti nel tessuto ner-
voso ma anche altri tessuti risentono molto dell’azione lesiva dei raggi.
Nei tessuti colpiti si osservano zone contenentl nuclei pienoctici, gra-
nuli e zolle di pigmonto o detriti cellulari.

Tuatte queste lesioni che compaiono dopo un certo periodo di la-
tenza, la cul durata dipende da wvarl fattori fra i guali prineipalmente
la dose, si presentano pilt o meno estese negli embrioni di Rana escu-
lenta che sono statl sottoposti ai ragel X per 80-60 minutl primi.

Unendo in parabiosi embrioni tratiati con raggl X con altri nor-
mali si ottiene che in principio le lesioni si sviluppano in essi come
nei controlll isolati ma ad un certo stadic {branchie esterne) menire
le lesioni continuano ad estendersi in questi ultimi fino a determi-
narne la morte, nel primi esse subiscono un arresto e l'irradiato non
solo sopravvive ma & anche capace di ulteriore accrescimenfo e dif-
ferenziazione. Molte coppie sono state portate avanti per parecchie
scitimane ¢ sono state fissate via viaj la descrizione del loro compor-
tarmnento e dei proparati istologici con essc esoguifi & oggetto di un
lavoro in esteso. Una coppia che ho portato fino alla metamorfosi dimo-
stra, che non solo Vembrione irradiato & sopravvissuto e si & accresciuto
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~rispetto ai controlli isolati ma & anche stato capace di compiere quelle
trasformazioni istologiche (intestino) e morfologiche (sviluppo degli
arti) che sono inerenti a tale stadio. La coppia ' peré non & riuscita
a superare la complets metamorfosi forse a causa anche del tratta-
mento tiroideo troppo energico.

Tlaccrescimento degli irradiati & sempre inferiore a quello dei
normali e si ha sempre una coppia disarmonica con un apparato di-
gerente in comune con branchie o polmoni saldati. La fusione di
questi e di altri organi (rveni, fegato) somo secondarie, determinate
dalle particolari cendizioni spaziali che impediscono il loro normale
sviluppo ¢ dalla posizione della zona di uniome del due -individui.
Anche in queste mie esperienze quindi si ha una verifica della legge
di Born sulla tendenza a fondersi, in particolari condizioni, degli or-
ganl simili,

Le coppic eseguite con embrioni che hanno pilt sofferto dell’irra-
diazione (generalmente dopo un’ora di esposizione al raggi) presen-
teno un comportemento differente perché lirradiato viene quasi total-
mente o totalmente riassorbito dal normale. Nella parte addominale
di quest'ultimo talvolia si nota ancora la disposizione degli organi
assili dellirradiato con la muscolatura ai lati e la corda al ceniro;
di midollo spinale in genere nessuna traccia. 11 riassorbimento si inizia
delle testa e poi prosegue verso la coda che & la parte meno sensibile
dell'embrione, Riguardo all'accrescimento degli embrioni si vede che
Iembrione normale deve nufrire attraverso le connessioni vasali, che si
sono stabilite per mezzo della parabiosi, oltre che a mezzo dell’inte-
stino che & comune ai due individui della coppis, lirradiato la cui
bocea & atrofica o del tutto assente,

Dal normale arrivano pereid alllirradiato non solo sostanze che
quest’nltimo utilizza per il proprio acerescimento ma anche altre cho
direttamente o indirettamente, eccitando forse i meccanismi di difesa o
fornendo i mezzl necessari con i quall questi si possono esplicare, bloe-
cano l'estendersi delle lesioni e permettono la sopravvivenza dell’em-
brione irradiato. Si deve inoltre considerare che anche l'embrione e
la larva normale usufruiscono a loro volta delle sostanze dell'irra-
diato: nelle parabiosi nelle quall si osserva il riassorbimento dell’ir-



ACTA 165

radiato & evidente che le sostanze che lo costituiscono vengono in
perte assimilate e forse anche in parte eliminate dal normale. Il fatto
che le dimensioni di quest'ultimi siano eguali e talvolta anche leg-
germente maggiori (al principio della vita larvale) di quelle dei con-
trolli normali isolati, dimostra un’utilizzazione delle sostanze prove-
nienti dal compagno irradiato in quanto nelle parabiosi fra embrioni
ambedue normali ho osservato lo sviluppo armonico deir due para-
bionti le cui dimensioni perd erano sempre inferiori a quelle dei con-
trolli isolati. Potrebbe darsi che il normale consumi per il suo sviluppo
anche il deutoplasma dell'irradiato e possa rimssorbire anche cellule
gid differenziate di quest’ultimo,

Questi risultati confermano quelli di PErrr esposti in una nota
che apparirh, in questa stessa rivista: quest’autore ha eseguito tra-
pianti di occhi di embrioni irradiati su embrioni normali e viceverss
e nel primo caso ha osservato che l'oechio trapiantato presenta le
stesse mlterazioni dell’occhio rimasto in sifu mentre il donatore & in
vita e che dopo la morte di quest'ultimo il trapianto pud essere sia
assorbito completamente (in genere in seguito ad irradiazione di
30-60 minuti primi) oppure rimanere in vita senza dar segno di rias-
sorbimento. Nel secondo caso 1'occhio dell’embrione normale risente
pochissimo dell’'ambiente. Dalle esperienze di Pummr risulte quindi che
le lesioni rimangono localizzate alla parte irradiate; anche nelle mie
esperienze di parabiosi non ho mal notato )estendersi delle Jesioni
istologiche sl normale; solamente in qualche caso ledema originatosi
nell'irradiato si estende al normale, ma questo & un fenomeno di secon-
daria importanza che si spiega con la continuitd delle eavita corpores
dei due animali; perd tele idrope & per lo pihi transitoria perché il
liquido viene in qualche modo riassorbito o eliminato dagli emuntori
del normale.

La localizzazione delle lesioni & state messa in evidenza de molti
altri autori (VisrempereEn sulle uova, Puoxerr su girini in stadio di
sviluppo avanzato). II Puckerr ha inoltre studiato I'azione combinata
dei raggi X e della tiroide sui girini di rana e ha osservato che gli
animali irradieti iniziavano i processi regressivi che accompagnano la
metamorfosi ma non erano capaci di differenziare le strutture carat-
teristiche della rana adulta.
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I miei risultati concordanc anche con quelli del CorroNer su em-
brioni al litio uniti in parabiosi con embrioni normali e rivelano I'in-
fluenza benefica di un organismo sano sulla vitalith di un individuo
che per lesioni in esso determinate con mezzi fisici o chimici era de-
stinato a soccombere e mettono quindi in evidenza la intima unione
fisiologica che si & stabilita fra essi in seguito alla parabiosi.
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SUL CALCOLO DEL ROLLIO DI UN GALLEGGIANTE
TENENDO CONTO DELL’INERZIA DEL FLUIDO®

{Con tre figure)

GIULIO XRALL

SVMMARIVM, — Auctor celebrem Kirchhoffianam (*} investigationem de motu
rigidi eorporis in fluido, ad determinandam periedum iactationis subagquaneis vel
flnitantis navigii vult applicare.

I. .~ PERMESSA.

E notissimo il caleolo del periodo di rollio di un galleggiante, uno
scafo per navi ad esempio. Si ammette che le rotazioni abbiano luogo
attorno ad un asse passante per il baricentro delle masse e si procede
pressapoco nei termini seguenti: detto @ l'angolo di rollio, 1, il mo-
mento polare di inerzia attorno all’asse suddetto, I'energia cinetica T &

. 1 .
{1] @ — "2" Ip @2 ;
al crescere di © si oppone, nelle condizioni di stabilith qui sottintese,
la coppia di richiamo, Peso § e Spinta, non coincidenti se @ 0.

Tale coppia & date da
M — ——8?-8ua-sin@

essendo Sﬂt ln distanza metacentrica trasversale {ciod la distanza del
metacentro trasversale M, dal baricentro G dei pesi).

(*) Nota presentate dall’Accademico Pontificio Francesco Severi i1 § aprile
19456.

(Y) G. KircurOrYF, Vorlesungen wber Mechanik. XIX Vorlesung. Teubner,
Lipsia, 1897.

18 Acla, vol. VIIL,
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Non occorre ricordare che se il corpo & totalmente immerso, il
metacentro std nel centro di carena con che 3y viene ad indicare la
distanza 3, di questo dal baricentro.

Avendosi per Punica equazione lagrangiane in €,

' d o8 0B
2 e e =M
di ov o0

segue immediatamente, attesa 'espressione [1] di B,
[2e] LO 4+ 8%, sin® — 0,

Ds questa, per angoli tali per cui si possa confondere © con
gin ® si ha per il periodo T, la formula nota

re /L.
T 9 &0y,
Dopo questi richiami, passiamo allo specifico problema che inte-
ressa,

II. — SI CONSIDERA L!INERZIA DEL LIQUIDO.

1 noto, ed & intuitivo, che se un corpo rigide si muove in un
liquido si gendra in questo un moto ben determinato.

Si pud pensare quindi ad una specie di catena cinematica che lega
in modo univoco il moto dells masse fluide diffuse al moto del eorpo.

Per studiare tale movimento secondo il metodo di LaaraNar oc-
corre valutare 'energia cinetica AT del fluido, espressa nei 6 para-
metri del corpo rigido, parametri che nella schematizzezione attuale
riduciamo ad uno, l'angolo di rollio ©.

Per conseguire l'infento cominciamo con l'enunciare un classico
teorema di Krrommowr (1)) il quale consente. di affrontare anche sotto
aspetti pitt generali dell’attuale (rollic e beccheggio combinati) 'impor-
tante questione di cul si tratta.

Se un corpo rigido, che ammettiamo totalmente immerso, si muove
in un fluido indefinito: u, v, w; p, g, # sono le 6 caratteristiche della
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velocith rispetto a 8 assi ortogonali, solidali, #, y, z; il moto del finido
& retto da un potenziale di velocith @, uniforme e continuo, soddi-
sfacente in tutte il campo all’equazione

[4] - Ad = 0;

@
Caso I: Caso Il :

"MARE LIBERQ Mt SUPERFICIE RIGIDA
1= GDl

' | Cin

dg_ 4" g d¢ _,
: n

P2IPPIN NI ////////////////;7;777;7}

F1a. 1.

sul contorno @ del corpo, alla condizione ovvia di velocity relative
nulila,

{6] iq “(ﬂ,—{-zq—ﬂ)cosnw—i-(v-{-w?m2p)cosny+

+ (w 4 yp - xq) cos 'nz;
ed avente infine, derivate nulle all'infinito,

Il Kircrnorr he dato per @ una espressione estremamente elegante,
precisamente: '

[6] ® == U + 0; &+ Whs + PPe + 495 + 75,

°18  Acta, vol, VIIL
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i 6 potenziali ¢, gz, ... ¢s; soddisfacendo in tutto il campo alla [4]; su 2,

alle condizioni

dgy COs 7:;0 94 o8 ';; 2 cos 1:\

i V00 rmamrene D70 [ —

dn b d y y?

d o, N dog ~ ~
6a A8 o cos n ——— o 2 COS R — & COBNE
[ ] dn J! dn ]

éﬂ_’j cosq/z; EE&~—a:c>os'-:z,.;;——~_z;cosa{:;'

dn ' dn !

all'infinito alla condizione di avere prime derivate nulle. Da tutto
cid appare che i potenzialli ¢,, 9s...,9s; non dipendono dal moto spe-
cifico ma solo dalla particolare forma del corpo: questo & un risultato

di manifeste importanza.
Noto @, l'energia cinetica addittiva AT si calcola con la relazione

(3?—)1—1' (33)2+(Dq’) } a8 = — J& q)ﬂdsz

' Je
7] a®= Y’ Vx Dz 2

2

.Y, essendo la densith specifica del fluido.
In particolare, se u=v==w=0, ¢=r=0, p= @, come av-
viene per uno scafo in rollio, almeno secondo la piu semphce schema-

tizzazione,

: o~ e
[7 ] A‘@:_.Ifg@.ifqaa(mcosny——ycosnm)dﬂ.
o

Da qui segue la formola annunciate per il periodo T,

8 T 1 I, - T“fﬂ pg (2 cos ny — y cos na) dld
(8l - 2.8

&

con B, distanza del centro di carena dal baricentro, trattandosi, come
abbiamo dichiarato, di un corpo totalmente immerso in un fluido in-
finitamente esteso. Sul calcolo dei potenziali ¢ per alcuni contorni
tipici cofr. Kincanory, op. cit,, XIX Vorl,
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IIf. — CAS0 DI UN GALLEGGIANTE.

Consideriamo il corpo non pil totalmente immerso ma galleggiante.
Tl campo & allora il cosidetto semispazio. Sia z=0 il piano limite
( pelo libero), La condizione per @ su z=0, nel campo esterno alla proie-
zione w di Q, 8, come si desume (1) ritenendo piccole le onde superficiali,

s op
19] ERAT

Al fondo z=H, ove l'altezza H non si possa ritenere pratica-
mente infinite, sicchd al semispazio si sostituisce lo strato indefinito,
sl avrd infine
22

oz =0.

[10]
Ma qui vogliamo considerare qualche semplificazione. Ammette-

remo H==o00 e, in z==0, in luogo della [9], la condizione
CA

Dz—"o'

Cio corrisponde al caso del semispazio limitato da un piano ri-
gido, dunque, in superfice ad esempio da un lastrone di ghiaccio in-
definito con un fore dove si trova il galleggiante. La condizions sembra
alquento restrittiva, ma intuitivamente vien fatto di pensare - ¢io che
del resto si pud sperimentalmente controllare ~ che, sv in superfice
il liguido & solidificato, il rollio non debba molto variare quando una
tale circostanza non si verifica. Avendosi dunque, poichd z coincide
con la normale n,

su tutto il piano, rimane immutate espressione [7] di AT.

(*) Cfr. ad es. G, KrALL, «Mece, tecn, vibrazioni», Vol, II, Cap. IX, §3.
Zanichelli, Bologna, 1940,
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Cid posto, con qualche ulteriore ipotesi semplificativa, il caleolo
di & riesce molto facilitato. Consideriamo infatti il galleggiante a
fondo piatto che & tipico per lo attuali carene e trascuriamo nella de-
finizione di @ il contributo delle murate; identificandola somplicemente
con Varea di galleggiamento w. Allora, se pensiamo o facente parte
del piano rigido, per il calcolo di ¢, siamo condotti a risolvere il
il problema di Newmann per il semispazio.
- Manifestamente per le [6a], le condizioni all’cc e la condizione
agterns ad o su z2==0; ﬁg_o & o=y === ==0; per gs & ¢
invece, si ha

dfPs _ dcpa . o A~ .
{11] '&ﬁ"—"l_a e =|@eos Ny — yeosnw| =--y.
La funzione di NEUMANN, (cosidetta seconda funzione di (ImEEN)
per il semispazio S &(%)

rP,PYy= esgondo 7= V(2 —a)V+(y—y")*

L

r(PP)

con P’ punto di w, P punto generico di S, Segue per ¢,
Y& do (@)

[12] pe(B)= 27.:[ TrB Py

e quindi, poichd per essere w==0 & nullo il contributo di ¢,, per AT,
caleolato secondo la [7],

(18] ‘ ,
s Ya®® dog 1.9 [ y(F) y(P)dw(P’)dm(P)
A== f“’“dnd“"“” 4&"[[ (P, Py
In conformitd eon la [8], posto
14 _ Yo [[3B)yP)do(F) do(P)
w ][

(t} Lord Ravieigu, Theorie of Sound, Vol. II, n. 278, London, 1894-1896;
M. Piconm, Analisi superiore, Cap, V, Napoli, 1940.
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si ha per T,

| ) AT
1 : = N BT
[15] T Iw \/ .3,

e |14] e [16} risolvono il problema proposto.

Si rilevi che AI, viene carafterizzato come autopotenziale di una

distribuzione su un ares piane w di masse proporzionali alla ordinata y,
contata normalmente all'asse del rollio.

IV, ~ CALCOL(O DELL'INTEGRALE [14]
PER UNA SEZIONE DI GALLEGGIAMENTO CIRCOLARE,

Sia R il raggio e 22 l'asse di rotazions.
Avendosi con riguardo alla figura 2,

y(P)=rcsing — rsin (p—a), y==csing
gegue

[16]
72 2ccoso
AX, == —m—ffczsmq)d‘?dc[d“f(csmq’"'“"“Sm ((pmot)) %Rﬁ“{a

~nf2” 0

II momento di inerzia di una sfera omogenea di densitd vy,,
raggio R & notoriamente
8%

—_— ]
I 15R7

Pertanto, l'ineremento, dovuto al liquido, dell'inerzia dello scafo
‘ ) 1 q :

risulta z volte il momento di inerzia della sfera omogenes di raggio R e

densitd y,. Naturalmente, le navi circolari non sono frequenti (sembra ne
giano state costruite due sole, da guorra, su progetto dell’ Amm. Popoff,
in Russia) e tale calecolo va quindi inteso come preliminare.
Occorre dunque saper valutare lintegrale [14] con riguardoe alle
forme allungate, il menisco, 'ellisse, il rettangolo ecc. Ma per ora
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Ta. 2.

lageio aperta la questione limitandomi a suggerire, in mancanza di
meglio, una espressione approssimata pili che sufficente, che sfrutta
il risultato ottenuto per la circonferenza.

Con riguardo alla figura 3 ed alla leggenda corrispondente si ha:

| 215+~ 1B n? 2,24
[17] al, = 15 fa (Z, Psﬁ+~w;;w Zgnym b ) y

Pr

con V'osservazione che ogni coppia (%, I) va considerata una sola volta e,
naturalmente con riguardo al segno del prodotto - u.
Congideriamo a titolo illustrativo uno scafo di cui la sezione di
galleggiamento & riportate in figura 8. Sia L==60,00 7, 2b == 12,90 m.
Si determinano i cerchi di cemtro I.IL.III.IV-V, che, sommati,
danno un’area equivalente.
Assunta come unité la distanza L. tra le perpendicolari, si espri-
mono le altre lunghezze in rapporto a questa.
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Risulta
g, = 0,0896b
Pp ¥ Py =2 oy == 0,1158
pv == 0,08683
o = py== Yo py = 0,0879
e quindi

X, p,° = 0,08965° + 8 - 0,11568° - 0,08b88° = 72,987 . 10~ .
Nel secondo termine entro parentesi, essendo
ln | = |} == 0,04094
il prodotto {ny]-|n,| p®p® & costante e pud esser posto a fattor comune
nella sommatoria salvo a contare -;: con il segno di m,m,.
Si ha per questo, per qualunque % od I,
Il o g == 18,843 - 100 |

Quindi l'espressione di AI, si semplifica come segue:

2L® 15wt 1
AI,; o= ”—1—51&(2{9{5 T 3 ,"?k'ﬂszkz Pzz Zn E) .

Per le distanze py, sono state considerate le seguenti combinazioni

2(4,5,86, 7,910, 11, 12) ; 8(4,5,6,7,9, 10, 11, 12)

4(6,7,9, 10, 18, 14) ; 5(6,17,9, 10, 18, 14)
6(11, 12, 13, 14) : 7(11, 12,18, 14)
9(11, 12, 18, 14) ; 10¢11, 12, 13, 14)
11(18, 14) , 13(18, 14) .

Risulta, tenendo rigusrdo al segno di =,.w,,

X, =11,3306

553
e quindi:

1672

2

[y ;] px2 g 2 ’p'lil = 73,947 . 18,848 . 10~ . 11,8806 == 16,904 . 10~* .
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Essendo inoltre per Vacque di mare, gy.= 1,027 fom™,

BLSy,  2-60°.1,027
5~ 15y

= 10647,94 - 10¢- —;-

i ricave quindi
g+-AL =10,65.107 - (72,937 + 15,789) . 10~ ==

= 10,65 - 88,73 - 10 = 9450 fo m* .

Per la nave allestita e in pieno carico si hanno i seguenti dati

di progetto
I, g=24500 to.m* §=1623 o

sz foen] 1,20 m .

8i ha in conformita
24500

B L. '/ 98
Tm2w\/ﬂ e QT W —7,11 sec. .

Tenendo conto dell'inerzia del liquido

2450049450
T+aL, _, |/ 98

§ 8y, - 1623.1,20

T=%x

== 8,88 soc. .

In une memoria seguente si studia con gquesti concetti il fonda-
mentale problema delle vibrazioni elastiche di uno scafo per navi
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prE. 118-1580

SOPRA ALCUNI SISTEMI DIFFERENZIALI
A SOLUZIONI SENSIBILMENTE COSTANTI®

PIETRO TEOFILATO

SvuMarivM, — Peculiarin quaedain systemata asquationum differentialinm
perpenduntur, quarnm coefficientin sint parametra adiabatica, vel functiones
temporis gribusdam condicionibus obnoxiae. Ostendit Auctor solutiones nutantes
eese, easque plerumque posse libere adhiberi, quovis tempors, primigeniis quan-
titatibus proximas,

§ 1. PosizioNE DEL pProBLEMA, — Nello studic dei fenomeni giro
scopici (*) mi & avvenuto di rieavare, per le soluziomi di particolari
sistemi differenziali alcune proprietd, attraverso ragionamenti piuttosto
intuitivi il cul filo conduttore veniva fornito da suggerimenti di natura
fisica. Mi & sembrato opportuno ritornare sull’argomento per darne
qui una trattazione pit soddisfacente, quale merita I'importanza di quel
problema meccanico.

Consideriamo il sistema differenziale:

(1] B r=1,m),
S W -

$=1
dove )¢, dapprima, supposto k==1, sono pensati come parametri
adiabatiei; un’altra volta, supposto il parametro % grande a piaceve,
sono pensati come funzioni generiche, regolari del tempo.

(*) Nota presentata dell’Accademico Pontificio GHuseppe Armellini il 80 gen-

_ npio 1945,

(t) Cfr. Note da I a IV: P. TmoriLaTo, Sui wincoli indolli ¢ autoindofti,
(= Atti del Seminaric delln Facolth di Scienze deli'Universith di Cagliavi», 1939).

14  Adeta, vol, VIII,
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In entrambi i casi sussistono le seguenti ipotesi:
Si abbia anzitutto:

{2] g+ Aggt oo+ 1“"'__....._‘0 ?

‘per cui il sistema [1] sia del LiouviLL.
L’equazione secolare:

hy—u Iy L™
EB] Apy Rpp — U L =0
)‘a£ 7‘»:2 ?‘ﬂ‘n u

ammefta m radici nulle e tanto la matrice che il determinante seguenti:

YV VPR VR LYV PR VY
{4] Rgg Agg veu Aoy Ep : hgt Age oo Agy,
lﬂi )‘ﬂﬁ 0 )\vm En )‘ﬁi lmi om

abbiano lo stesso rango n—m; inoltre le altre radici = dell'equa-
zione {3] siano semplici ed immaginarie pure (& due a due coniugate).
Ci proponiamo di dimostrare !

Ay che per k=1 ed M\,e¢,. parametri adiabatici, tutte le =; si
conservano sempre limitate, quando tali restano i coefficienti Xe,.
Inoltre, nel caso sia n=m+2, tutte le @, pur oscillando, si possono
mantenere vicine ai rispettivi valori iniziali (ciod sensibilmente costanti)
malgraedo la variazione adiabatica dei coefficienti delle equazioni [1].

B) che quando invece & & grande a piacere e ¢, sono funzioni
_genermhe del tempo #, le soluzioni di [1] (oscillanti e tento pih fre-
quentemente quanto maggiore & il parametro %), col crescere indefi-
nito di % tendono verso soluzioni le quali godono delle stesse due
proprietd enunciate per il caso 4); purchd A, e, soddisfacciano sol-
tanto alle condizione del Lipscrrrz:

[A(E) =t < M {t 4],

. con M indipendente da ¢
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§ 2, LIMITAZIONE DELLE SOLUZIONT. - Supponiamo in primo luogo
che nelle [1] 1 coefficienti 3., &, siano costanti e si assuma k=1 (caso 4).
Con i primi n rapporti delle {1] forniamo il primo membro della
sguazione seguente:

d(zasws) mdt
m£2151a3+...+mﬂ zlsuae"'zases !
3

(5]

dove le costanti «, si scelgono in modo che sia:

E')\siotsmuoci

2152“5"":““2

[6]
z 7‘54» Og ==t Oy o

Ne risulta che # deve soddisfare V'equazione [3] e quindi per u
vi saranno m valori nulli in relazione ai quali corrispondono m sistemi
di valorli per o,¢,..«,, che si oftengono assegnando ad esempio
Hyemsi - Oy @ placere e desmmendo poi ay .. a, dalle equeazioni:

)\1, mad Ot ot )‘u—m,nu-i Gy = ™ 1’L~3:a+i,»l+i g d — e ™" 7\ﬂ)'ﬂv"“’- %

)‘1,4: “y + ot )‘ﬂ—-m, n Epem =™ — 1?{—”&{-’.,'}1 Ko ™ w0 )\ﬂ,ﬂ Gy

Cosi, nei rignardi delle « che figurano nei secondi membri, una
volta le assegneremo tutte nulle meno «,_,.;, un’altra tutte nulle salvo
pmep, © COSL via, ottenendo in tal modo le m determinazioni delle a.

Consideriamo la matrice:

)‘1,m+i‘ Geesrn )\ﬂ,m"'i

17)
" Y

37 e sty 4L

ad n colonne ed n-—m righe, formata disponendo orizzontalmente le
ultime n—m colonne della seconda delle matrici [4]. Indichiamo oon:

Dﬂwm-i-s-, |9 (‘7'—“‘:1, o m)

D *id Acta, vol, VIIL
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il determinante che si otticne prendendo le prime n—m colonne
della [9], sopprimendovi la A™ e sostituendo al posto di questa la co-
lonne (m-—m+ )", cioé una tre le ultime m colonne della [9]; infine
applicandovi il fattore (—1)". Significheremo poi con D,., il deter-
minante formato con le prime n—m colonne. Avremo cosi le m de-
terminazioni, ciascuna contraddistinte dell'apice:

c‘,1(11') — Dn-—-’)z+", 1 y ey Ctg:jm: (“_]-)ﬂ_m _]231_-4n+r,n-—”_s_
kAt i1] =il
[8]
o O per r+
Y §= 1, 2, e M
1 » Fik—11
(r=1,2..m)

D’altra parte la [b] fornisce in virth delle [6]:

1
d7 o x,
s=t =dt.

(9]

i b1
Uy e+ P s
s§=1 g=1

Quando & =0, tenute presenti le [6] (che in tal easo diventano
omogenee) e l'ipotesi fatte circa il rango delle due matrici [4], si ha:

n
S ae,=0 .
a1
Segue allora dalla [9], per @ ==0:
[10] % « o= costante ,
§=1

la quale in base alle [8] diventa:

[11]
_Dw—mh‘, 1 mi + Du-—m-}-r, 2 .’.’Cg —F (_'1)7!"’"’ Dn-«m+ #y bl mﬂ-—m"'Dn-m wn-—m-{-r:: Cs'

{r==1, .. m)

dove (. & una costante arbitraria.
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Invece, in corrispondenza dei valori « non nulli, che per ipotesi
gsono radici semplici dell’equazione secolare, si ricavano dalle [6] le quan-
titd @, ..., proporzionali (anzi addirittura si possono prendere eguali)
ai minori della prima colonna del determinante [3].

Indicando questi minori rispettivamente con ATAS . A, dove
Papice o indica che ossi sono funzioni della radice w, generica, non
nulla, dell’eguazione secolare, avremo in luogo della [B]:

0
a3 age,
o=t = dt
7 7 - t
5 FULXS FX
g=1 =1
ovvero:
{a) 1 at (a)
12] T A &= Cee* —~ TS Aje,| (e=m+l,..n0)

dove le C, sono arbitrarie, ma a due a due complesse coningate.

Le [11} sono m equazioni, le [12] sono n~—m;: In totale n equa-
zioni lineari non omogenee nelle w..x,, lo quali, attesa Iipotesi
fatta circa le radici , (immaginarie pure o nulle) ci assicurano che
2, @, ... &, resteranno sempre limitate, anche durante la variazione
. adinbatica dei coefficienti A,,t.. Viene cosl confermato quanto forma
loggetto del titolo del presente paragrafo.

§8. Caso o1 m=0, n=x2, - Questo caso ci interessa per una
conseguenza della guale dobbiamo trarre partito in seguito. Suppo-
niamo dunque di avere duc sole variabili @, s, per modo che l'equa-
zione secolare, diventando di secondo grado, amnette le uniche due
radieci:

u == pi (p reale) .

Notiamo perd che affinchd questo sia verificato, come & richiesto dal-
lipotesi fondamentale del §1, occorre che sia:

Mihos — g dp = 92 >0,
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ovvero, in virth della condizione del LrovviLLe:
= W > Rig kg

Tanto basta per concludere che *,, @ )y, non possono mai annullarei.
D'altra parte adattando le [12] al caso che stiamo trattando nel
presente paragrafo e moltiplicandole fra loro, si ottiene:

e [y

+Af (mz + m)} == | Qg |*: p* = costante ,
Uy

OVVero, 11001dando il significato delle A :

€ g5 \? Y
(Mep @y — Ayp @y — £)* + (F @+ Aoa "‘:‘ —hye ‘[‘:“) = |Gy P

Quest’'ultima & l'equazione di una ellisse che non pud mai essere
atroordinariamente schiacciata (cioé non pud avere dei semi assi il
cui rapporto sie infinitesimo) perchd all’'uopo occorrerebbe l'evanescenza
di X, {oppure di *;,) che abbiamo veduto osgere impossibile & causa del-
Pipotesi circa la natura delle radici dell’equazione secolare. Siffatta
peculiarits dell’ellisse verra appunto sfruftate wel seguito.

§ 4. RIDUZIONE DEL NUMERO DELLE VARIABILI E NUGVA CONDIZIONE
DEL Liovvitre. -~ Dalla prima delle [11] si pud ricavare «,_,.,,, dalla
seconde @,_,..q, 0cc.; dalla m™* lo @,; tutte in funzione lineare delle
prime n»-m delle %, da @, ad ®,.,. Ma allora dal sistema differen-
ziale [1] potremo eliminare le ultime @, do 2,_,,, ad ®, ottenendo:

[13] ,
dx.,

n
—m+h —
£, rd Lyt +)\r,m_mmﬂ—m 2 rﬂ I [Oh+Da»—m+h,£wi""--""("‘l)ﬂ mDﬂmmi-k,n-—mmﬁ—m]

k=1 n—m

= dt (r=L2,..0—m).
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Riguardo a questo nuovo sistema differenziale, importa osservare,
per Vapplicabilith del teorema di Giipns-Hrerrz sugli invarianti adiabatici,
che la condizione del LrouviLiLe & qui ancora soddisfatta.

Difatti questa condizione nei riguardi del sistema [13] impliche-
rebbe che si avesse:

-~

pd 7“r Ntk {4+
E 1ﬂ+k2-1_, “““ (-— 1) + Dn—m-{-k,f]mo 3

=]

ovvero, per la [2]:

k1%

n—m
14] E l""‘" 1ﬂ—m+h,ozmm+h Dfn-»m +'r§1 (_ 1)1“‘ 7‘7-. n-m+?cDu—m+k, r-] =0,

k=1

D’altra parte si consideri il determinante n—m+1 seguente, che
& nullo a causa dell'ipotesi circa il rango della matrice {4]:

ki.,-:fa—m+?¢ .‘)‘2, LT A ;\m—m, ek 3 .‘)\ﬂmm+k, A—im+k
)‘i,m+1 ;\2,-»“- i Teea 7"n--m,'.".vr,+1 ] 1”_,,3 +hyomed
A= .‘)‘i,m+2 ?‘Q, myd e Rn»«m,m-t—e H .‘)‘n-—m+h, n+2 =0 .
................. ' Ve e e
;\i,m ;\e,ﬂ """ .‘)‘9!-—-111,':: ] ;\n—mﬂc,ﬂ

Sviluppandolo seconde gli elementi della prima linea si oftiene
proprio Lespressione che & nella parentesi quadrata della [14] e per-
tanto la [14] & identicomente soddisfatta. Il sistema [13] & dunque
effettivamente del LiouviLik, risultato questo che del resto era pre-
vedibile. Basti pensare, soffermandoci al caso delle tre sole variabili
@, @y @y, che la prima delle [11] significa che le linee di coryrente del
moto fluido (incompressibile) individuato dal sistema di Lzovuvirre [1],
giacciono in piani paralleli:

_ DS,L «'Ei"’" D319 Ly DR rﬂ3 == Ci .
Pertanto due piani di questo fascio, infinitamente vicini, formano

un intercapedine nel quale si effettua il movimento dello strato. Allora,
& causa dell'invarianze di volume, ne segue che non varia l'area della



126 PONTIFIJIA ACADEMIA SCIENTIARVM

base del eilindro fluido le oui due basi scorrono deformandosi rispet-
tivamente sopra i due piani,

La proiezione sul piano x, %, di questa base variabile ha dunque
un’area costante, il che significa appunto che & verificata lo condizione
del LiouviLie anche per il sistema differenziale ottenuto dopo effet-
tuata eliminazione di o;.

§5. Caso p1 m=n—2 E PROSSIMITA DELLE SOLUZIONI Al VALORI
INIZIALL. - Supporremo che nei riguardi del sistema [1] si abbia
m=n—9, onde 'equazione secolare abbia n—2 radici nulle e inoltre
le altre due radiei:

Uy pd, Upmm - pd (p reale) .

In virth delle [12] avremo, corrispondentemente a queste due radici
non nulle, due equazioni analoghe alle [12}, che moltiplicate tra loro
daranno:

ES SS
[15] [2 AQ (m+;:-)} . [2 @ (m#_&,;)}: Gt ot .
D’altra parte, per essere Af, coningato di A} potremo porre:
Al =a+ib,, AR=a,—ib,,
per modo che la {15} diventerd:

[16] | [z (asm:+%‘.ss)r+[§ (bsms~%as)2='|0,,§2 Lot

dove i coefficienti della a, sono indipendenti dalle e,.

Dalle m =n — 2 equazioni [11], i cui coefficienti sono indipendenti
dalle ¢, ricaviamo n—2 delle #, in funzione delle dus restanti, ad
esempio &; ®; e sostitulamo nella {16]. Avremo un’equazione del tipo:

{]7} (L,_’ @+ MU o + N@j)g + (P".; @ + Q,,j_., &, + RQ})E = Oﬂ . Pg y
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dove L, M, N, P, Q4 Ry sono funzioni razionall intere delle %, (soltanto
N, Ry dipendono anche dalle ¢, linearmente). Pertanto i coefficienti
della [17] sono funzioni regolari dei parametri adiabatici ¢ possono
i coefficienti stessi riguardarsi come variabili adiabatiche.

La [17] poi & integrale del sistema differenziale in ; x;; che si ot-
tiene da [1} mediante eliminazione di tutte le altre x, & mezzo degli
n — 2 integrali lineari [11] indipendenti dal tempo &.

Por quanto abbiamo osservato al paragrafo precedente a proposito
del sistema [18], la condizione del Lrouvirm & soddisfatte per il si-
stema relativo alle uniche variabili ; &;, or ora accennato, ed allora,
tenuto presente che la [17] rappresents una linea chiusa (ellisse) pos-
siamo applicare il teorema di Gisss-HErTz ed affermare in conseguenza
che l'mrea racchiusa dall’ellisse & un invariante adiabatico e pertanto
sempre piccola, se inizialmente piccola.

Tenuto conto poi che lellisse lungo la quale corre il punto ;&
non & allungata (cfr. § 8°) per cui i semiassi sono fra loro in rapporto
finito ¢ sono entrambi dell’ordine di |C, %, quantits che si pud assu-
mere piccola a piacere, sard lecito concludere che w;; si conservano
sempre prossime al rispettivo valore iniziale,

Ma noi possiamo assumere % j a placere fra gli indici da 1 ad »
ed allora ci sard lecito affermere che tutte le variabili «, .., =i con-
servano sempre prossime al rispettivi valori iniziali, con approssima-
zione rogolabile a piacere,

§ 6. COEFFICIENTI DIPENDENTI DAL TEMPO ¥ DAL PARAMETRO k. -
Passiamo ad esaminare finalmente il sistema [1] nel caso B) citato
al § L.

Introducendo il tempo fittizio =, tale che:

T = ki,

la [1] diventa:

{19} =dr (r=1,..n)
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Se M, e, fossero costanti, ferme restando a loro rignardo le ipo-

tesi del § 1, le soluzioni asintotiche del sistema, per % crescente in-
2

definitivamente, avrebbero, rispetto al tempo fittizio =, 1 periodig,

dove u sono radici della [3] immaginarie pure e indipendenti dal pa-

. . . 2
rametro %, mentre rispetto al tempo reale ¢ i periodi sarebbero k—z .

Per la supposta condizione del Lipsorrrz, avremo:

Ty Ty
()= 13)

per modo che, scelto & grande a piacere ed assunto per il tempo fit-
tizio = un incremento al pit dellordine di V'E, quale sarebbe ad

Ty — Ty

k

b

esempio:

|72—T£I‘$~;VE,

Vincremento corrispondente subito da X, sarebbe molto piccolo, del-
Pordine ciod di 1/V/%. Ma allora ben a ragione il comportamento
delle X, (e altrettanto dicansi delle &,) pud considerarsi adiabatico du-
vante il tempo fittizio % che & grande quanto si vuole rispetto ai

. .. 2 .
tempi periodici — sopra accennatl.
w

Nel caso che sin m=n—2, potremo allora trasportare al sistema [19]
tutti i risultati del paragrafo precedente ¢ concludere che, tutte le a, si
possono mantenere prossime quanto si vuole ai valori iniziali, quando
si disponga opportunamente della soln arbitraria C,. La prossimita ai
valori iniziali & data difatti esclusivamente dalla piccolezza dell’area
delle ellissi su citate e l'arvea, a sua volta, come dimostra la'[17],
& proporzionale a |C,[?, con un coefficiente di proporzionalita che,
nel caso del sistems [19], dipende esclusivamente dalle k., non gia
dalle ¢, nd da %. Questa indipendenza dell’area dal parametro %, dal quale.
invece esclusivamente dipende la durate V7% mnella quale sono valide
1e conclusioni del paragrafo precedente, ol permette di iterare il ragiona-
mento paltendo anzichd dall’istante iniziale 7, dall'istante =, =1, + V%
per arrivare all'istante 7, ==, + V%, e cosl via. Con cid la tolleranza
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" nei riguardi dell’approssimazione ai valori iniziali richiederd limiti

‘sempre pitt ampi fintentochs, ogni volte che si estende nel modo sopra
indicato la durats, non si provvede ad assumere |C,|, che & indipen-
dente da %, man mano minore. Si vede allora che disponendo anche
di |C,], si pud iterare il ragionamento per un numero di volte grande
quanto si vuole e quindi contemplare une durata grande a piacere.

§ 7. OSSERVAZIONE SULLA LIMITAZIONE DELLE SOLUZIONT, - Tornerd
utile la seguente osservaziome: in luogo del sistema [1] consideriamo
I'altro, a coefficienti adiabatici:

d d
{20] Ir = df ovvero Gr =dT

k Rs f] r ” r N
g Y o Elﬂya""%'*"jc_

dove le =n,, quando con esse si orli la matrice [|A,{/, formino con le
Ay una matrice rettangolare nen pili avente lo stesso rango di [|All,
come invece accade per la prima delle {4], dove 'orlo & fatto con le¢,.

In tal caso le y, mon sono pih limitate, come subito si vede.
Infatti la [9] sard sostituite dall’altra

’ d S Js
[21] 2 %9 —ds

Es My
%&,.2 ucys"“ 2 KSI-F Eas?

che per u#,=0 fornisce:
% (" T n

[22] > Otaﬂy,= - osz)m + C, (@' = 1, m)
a=1 k g=1

mentre per w0, fornisce:

n P {@)
28] 3 ADy = LolC, e =S Al

g1 Uyq i1 k

(g+ 1)
(e==m+1,..m) .

Le y, ricavate dalle [22] e [28], contenendo termini lineari in ¢, quall
figurano nelle [22] non potranno conservarsi limitate.



180 PONTIFICIA ACADIEMIA SCIENTIARVM

Che se poi le n,, a differenza delle 2, e delle & non si potes-
sero pili rignardare come adiabaticamente variabili col tempo e quindi
non pitt costanti almeno per un tempo sufficientemente lungo, allora,
pensando nella [21] n,==4,(r), denotate con x, le soluzioni corrispon-
‘denti ad n,=0, espresse come si vede facilmente nella forma:

) ol n

[24] z,=B,+ 3 H, ",
o=m+1

le g, saranno del tipo:

T

1 7
{25] Yo+ - S G, | et dry
7=1, g=1 .
dove #,=0 per r<m, ¢ B, H,,, G, sono variabili adiabatiche.
Ci varremo di questi risultati in una note successiva (*).

(*) Cfr, P. TeoriuaTo, Caratieri giroscopict derivants da valori iniziali suffi- E
cientemente grandi delle velocita ignorabili. (Vedi « Actax, n. 19), '
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PRIME ESPERIENZE SULIYAZIONE FOTODINAMICA
IN RAPPORTO ALLE OSSIDAZIONT
SU LARVE DI ANFIBI™

ENRICO URBANI

SYMMARIVM, -- Auctor cbservata quaedam refert, quibus patet guanti sit
momenti oxygenum in phaenomenc photodynamico de guo in amphibiorum larvis
investigetur. Constat oxygeni absentiam non obstare photodynamicae actioni,
nimia avtem oxigeni abundantia hane actionem retardari.

I1 fenomeno fotodinamico & provocato da molte sostanze le quali
introdotie in un soggetto rimangono completamente nerti finchd Vor-
ganismo & tenuto all’oscurith o a luce attenuata; non appena l'indi-
viduo & esposto alla luce solare diretta o ad une luce molto viva insor-
gono episodi convulsivi che portano alla morte. Tale fenomeno & dato
dall’eosina, rossoneutro, bleu di metilene, metilvioletto, acridina e da
molti altri composti organici i quali in soluzione acquosa presentanc
.1l fenomeno della fluorescenza,

Si ignora quale gia il meccanismo causale dell’azione fotodinamica,
Alcuni autori suppongono che le sostanze fluorescenti esposte alla luce
diano origine a fotocomposti di ignota struttura a. carattere tossico.
Altri vorrebbero spiegare il fenomeno come una conseguenza del salto
d’onda luminosa che si verifice in seno ad una sostanza fluorescente
quando questa viene colpita dalla luce (Legge di SrtoxEs) con conse-
guente liberazione di energia. Tale enevgia opm‘ahdo sui tessuti di un
organismo potrebbe essere responsabile del fenomeno fotodinamico.

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Filippo Silvestri il 16 feb-
braio 1945.

16 Adeta, vol. VIIL,
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M il antori che si sono oceupati del problema insistono sulla impor-
tanza che avrebbe 'ossigeno nel determinisimo dellazione fotodinamiea
ritenendola legata ai fenomeni ossidativi o per una esaltazione di questi
ultimi nei soggetti in esame o perchd lipotetico fotocomposte non si
formerebbe in ambiente nel quale & stato sottratto Possigeno (') I os-
sigeno sarebbe quindi indispensabile percha il complesso luce-fluore.
scenza s riveli letale sui soggetti in esperimento, B infatti dimostrato
che i globull rossi sfuggouo al potere emolizzante delle sostanze fluore-
" scenti guando vengono posti in fubl di vetro nei quali & stato prati-

ato il vuoto. Liazione fotodinamica & stata sperimentata sui materiali
pitt diversi: protozoi, bacteri, animali superiori e vegetall.

 S1 & cercata anche V'importanza del fenomeno fotodinamico nella

patoiogia wmana (genesi della pellagra).

In questa nota intendo esporre i risultati di una prima serie di
egperienze da me compinte, nell'lstitute di Anatomia comparata di
Roma, per saggiare gli effetti del fenomeno fotodinamico in rapporto
alla presenza ¢ all’assenza di ossigeno nei soggetti da esperimento.
Come mafteriale ho scelto i girini di Rana esculenta all'inizio del periodo
larvale ciod quando il vitello & stato completamente riassorbito e va-
riano le condizioni del metabolismo {Corronkr). Come sostanza fotodi-

“namica ho usato Peosina in soluzione acquose (acqua Pla Marcia) nella
concentrazione di 1/5000.

Espongo brevemente 1 risultati ottenuti rimandando per una parti-
colareggiata descrizione al lavoro in esteso di prossima pubblicazione.

I girini nella soluzione di eosgina viveno benissime all’oscuritd o
& luce attenuata. Hsposti alla Ince solare sono presi da episodl cou-
vulsivi alternati a periodi di torpidith e dopo eirca 40" muoiono.

B agevole dividers i risultati delle esperienze eseguite in diversi
gruppi: :

1 gruppo. — 11 fenomeno fotodinamico si svolge pitt rapidamente
in recipienti nei quali la superficie di contatto delle soluzioui di cosina,
nella quale sono i girvini, con aria & ridotta.

(*) Lepoux LuBARD, « Ann. de I’Inst. Pastenr », 1902, 16, 587, JODLBAUER o ‘
v. Tavrmingg, « Ergebn, der Physiol. », 1909, 8, 698, SnLLARDS, « Jour. Researchs,
1918, 88, n. 208; Brus, « Biol, Bull, », 1930, 68, 224 ¢ 1930, b9, 81,
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2° gruppo. — Producendo in un tubo di vetro nel quale vi & la
soluzione di eosina con i girini, il vuoto leggerc a mezzo di una pompa.
ad acqua il fenomeno fotodinamico & accelerato rispetto a soggetti in
eosina in un tubo di controllo nel quale non & state praticata una
depressione di ossigeno.

3 gruppo. ~ Facendo gorgogliare aria nel recipiente nel quale
vi & la soluzione di eosina con i girini si ha un ritardo della morte
dei soggettl rispetto ad un controllo che viene mantenuto semplice-
mente scoperto.

4° gruppo. — I girini sono stati trattati con KCN in dosi tali da
produrre l'immobilitd ma non la morte. In questo modo si ha un blocco
parziale delle ossidazioni intraorganiche. In questi soggetii il fenomono
fotodinamico insorge pit rapidamente che non nei controlli che non
sono stati tratéati con KCON.

&% gruppo. — 1 girini sono stati trattati con feniluretano in dosi
tali da produrre immobilitd ma non la morte. Poichd il feniluretanc
ha la proprieta di bloccare anche i sistemi del tipo « deidrogenasi »
anche con questa tecnica si ha un’inibiziono dei processi ossidativi.
1 risultati sono stati eguali a quelli ottenuti con il KON,

6° gruppo. - Si & creato ai girini immersi in eosina un ambiento
asfitbico a mezzo di idrosolfito sodico e carbonato sodico. Tale condi-
zione permette la vita por un certo tempo all’oscurits ma non alla
luce dove il fenomeno fotodinamico si svolge piti rapidamente che nei
controlli tenuti in eosina.

Altre esperienze hanno inolire dimostrato:

@) che il fenomeno fotodinamico non ha luogo in girini immersi
nella sostanza fluorescente previamente esposta anche molto a lungo
alla luce solare, contrariamente a quanto aveva visto LEpoux Lunann
sui parameei (loc. eit.);

b) che per provocare la morte dei girini baste la quantity di
eosina penctrata nellinterno dell’organismo e che i volume di liquido
fluorescente nel quale & il soggetto non cntra in gioco agli effetti
biochimiei;

¢) che il fenomeno fotodinamico si verifica qualmque sia D'an-
golo di incidenza della luce nella sostanza fluorescente.
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CONCLUSIONT

Le esperienze compiute, pilt volte ripetute, hanno dato risultati
concordi. La sottrazione di ossigeno .dal liquido ambiente porta ad
una esaltazione del fenomeno fotodinamico contrarinmente a quanto
aveva visto sul parameci Lepoux LEsArD.

B bene pensare perd che le condizioni, di anaerobiosi diminuiscono
la resistenza organica e quindi la capacitd di reazione delle larve verso
gli effetti fotodinamiei.

Un arricchimento in ossigeno del liquido ambiente rallenta il feno-
meno fotodinamico ma non lo inibisce.

Blocchi ossidativi prodotti dal cianwro di potassio e dal fenilu-
retano rendono pilt rapida lazione letale della sostanza fluorescente.
B perd da tener presente che in queste esperienze agisce anche la
tossicith della sostanza usata che diminuisce la resistenza organica
dei soggetti in esperimento.

I risultati illustrati mostrerebbero guindi che le condizioni di
anaerobiosi non arrestano Vazione delle sostanze fluorescenti conie si
sarebbe potuto supporre in base alle ipotesi formulate da aliri autori-
e gid ricordate che tali sostanze agissero per una esaltazione delle ossi-
dazioni intraorganiche o per formazione di fotocomposti per i quali
sarebbe stata necessaria la presenza di ossigeno. Non voglio con e¢id
infirmare 1 risultati ottenuti da Sernraups ed altri sulla inibizione della
emolisi fotodinamica in ambiente nel guale & stato praticato il vuoto.
Rimane stabilito che una sottraziore di ossigeno ambiente comungue
venga praticata e nna depressione dei fenomeni ossidativi a carico
del girini di Eana esculente non hanno effotto protettivo verso Uazione
della sostanza fluorescente in presenza della luce.
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I PROBLEMI DELLA DETERMINAZIONE NERVOSA.

IN RAPPORTO A PROCESSI DI RTPARAZIONE E RI-

GENERAZIONE NEL SISTEMA NERVOSO CENTRALE
' DEGLI ANFIBI ™

ALBERTO STEFANELLI

SVMMARIVM, — Bxevxtel refert Anctor de experimentis quae ipse peregit ad
cognoscendas: propriétates quibua rombocephalus in rana restituitur, determina-
tionem istogeneticam cellularum quae & Mauthner nomen habent et neuronum
differentiationis causam.

L’applicazione agli embrioni e larve di Anfibi anuri de! metodo
all'argento colloidale di Bopiaw, specifico per il tessuto nervoso, mi ha
permesso recentemente () di constatare la costante presenza delle cel-
lule e fibre di MavurENER, di notevoli dimensioni e con i caratteristici
rapporti, come pure di un’altra coppia di elementi di notevoli dimen-
sioni, pitt anteriormente all’altezza del nucleo notorio del V (neuroni
premauthneriani) (*). T'apparato di MavreNER ers negato negli Anfibi
anuri da Tacriant ('05) e Brcoar: ('07); furono intraviste le cellule
da BagrreLnez ('18) e da Larsert ('84) e quindi osservate in girini
di rana da SzepszNwol ('38); questi neuroni furono quindi da noi am-
piamente descritii in larve di vari Anuri, consudela,ndoh come elementi

costanti. .
Gli ottimi risultati ottenuti con questo metodo di impregnazione
(& ben noto come gli altri metodi argentici riescano assai male negli
Anfibi) mi hanno indotto ad usare gli embrioni e le larve di Rana

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Filippe Silvestri il 15 feb-
braio 1945,

{*) SrepavELLt Aup. e Osti, 1942, « Boll, Zool, », XTII.

(*) STEraNmrLt ALB., 1942, « Boli. Zool. », XIII,

16 _Acta, vol, VIII
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esculenta per uno studio sulla determinazione ed il differenziamento
delle cellule nervose (*) approfittando della grande resistenza di questo
materiale al metodi sperimentali e delle conoscenze che si hanno sul
suo determinismo in generale.

Rimandando ad altri lavori una estesa esposizione sui problemi
della determinazions e del differenziamento del sistema nervoso, mi
limito in questa nota preventiva a far notare come ben poco si sappia
sui fattori che evocano in sedi definite la determinazione e quindi il
differenziamento delle cellule nervose strutturalmente e funzionalmente
gpecifiche. Infatti se moltissime sono le ricerche sulla deferminazione
morfogenetica del sisterna nervoso, se molte sono pure quelle sulle mo-
dalitd del differenziamento dei neuroni, sia in wivo che in wvitro, assa
limitate e di limitato successo sono le ricerche miranti ad indagare
la determinazione dei vari centri wervosi o addirittura di singoli neu-
roni, ciod quelle sulla determinazione istogenetica, determinazione che
dai pochi dati noti (Lemmawwy ‘27, HoLrrreETER '31, ece.) appare crono-
logicamente indipendente dalla determinazione morfogenetica.

I problemi della determinazione istogenetica rappresentano il campo
di «galdatura » tra le ricerche embriologiche sulla determinazione del
neurasse nelle sue parti e nella sua forma e quelle istologiche sul dif-
ferenziamento neurcistologico specifico.

Ho creduto pitt conveniente, per superare parte delle evidenti dif-
ficoltd di questa ricerca, riferirmi in particolar modo a neuroni con
coratteristiche strutturali assal spiccate e di facile identificazione di
sede anche in stadi assai precoci, quali sono appunto, per queste prime
ricerche, le collule di Mavrawer. L'indirizzo seguito e che offre un
campo nuovo di indagine & consistito nella integrazione del metodo
sperimentale embriologico con i metodi di tecnica e di osservazione
istologici. '

Mi sono posto innanzi tutto aleuni quesiti preliminari orientetivi
miranti ad ihdagare il grado delle proprietd di riparazione (regola-
zione e rigenerazione) dell’area dell’allungato che & sede dei neuroni
-mauthneriani poichd, se 1 dati al riguardo per il cervello anteriore
ed il midollo spinale sono numerosi (BrLy, CorroNEr e Spirrro, DALTROP,

() Esperienze esaguite nell’Istituto di Anatomis Comparata della R. Uni-
versith di Roma.
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Hoocker, DeTwiLer, WIEMANN, ecc.), assai scarsi sono quelli riguardanti
P'allungato (Derwiner '26, NicHovas '81).
Mediante I'asportazione di pezzetti pilt 0 meno estesi dell’allungato

o della sua area presuntiva (esperienze del 1° gruppo, «; 7b operati) &
risultata una riparazione sia formale che istologica completa negli stadi
di tappo vitellino (t. v.) e di blastoporo (bl), uns riparazione solo for-
male allo stadio di pieghe neurali ineipienti (p.n.) e accostate (p. n. a.)
e una riparazione incompleta, sis istologicamente che formalmente, allo
stadio di tubo neurale (t. n.). I pezzetti asportati furono trapiantati
(1° gruppo, b; 76 trapianti) nella regione ventrale (tr.auto e omopla-
stici). i apparsa la tendenza dei frammenti di sviluppavsi in forma dj
vescicole comprendenti una sorta di cavitd ventricolare limitata in parte
da une lamina sterile formata per slittamento di elementi ependimali,
Solo pezzetti molto piccoli e tolti allo stadio di t.n. si sono svilup-
pati pieni.

Con un altro gruppo di esperienze (2° gruppo) ho constatato una
regolazione completa in seguito a rotazione di 180° della regione pre-
suntiva dell’allungato allo stadio di t. v, (}). Non cosi in seguito a
capovolgimenti della zons, allo stesso stadio, che provocano alterazioni
molto vaste, che necessitano una analisi pitt minuta, in cui si rivela,
tra Valtro, 'importanza, gia constatate da altri autori (Grampma, Co-
TRONEI, LEEMANN, HOLTFRETER, ecc.), della corda nella morfogenesi del
neurasse. Anche allo stadio di t. n. con la rotazione di parte dell’al-
lungato di un lato si ha di norma una perfetta saldatura e una note-
vole regolazione sebbene appaiono istologicamente delle anomalie.
In qualehe caso non si salde il pezzetto, probabilmente per cattiva
giustapposizione del trapianto. Semplici resezioni del tubo nervoso
anteriormente o posteriormente alla regione vestibolare si saldano e
regolano completamente. B anzi assai difficile, anche con linterposi-
zione di cellofan o di una scheggia di paraffina, impedire la salda-

+ tura delle due parti del neurasse. Su 70 operazioni, di cut 156 con
Vinterposizione di paraffina solo in b casi 8l & potuto ottenere una

completa separazione del neurasse (confrontare le ricerche di D’Axcoxa
e allievi '85, '86, '41, sulle fusioni auto e omoplastiche del sist. nerv.).

(1) SemMaNN '12, nota la determinazione della polarith dorse-ventrals sin
dall’apparire della piastra, 1912,
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Pagsando quindi a considerare i fattori della determinazione e
del differenziamento delle cellule di M. ho preso innanzi tutto in esame
i rapporti tra la grandezza dell’embrione, la sua etd ¢ le dimensioni
di queste cellule (esperienze del 3° gruppo). Dalle uova deposte da
una femmina ho separati due lotti, uno costituito da una decina di
uove ed uno da quasi un centinajo. Allo stadio larvale il primo lotto
venne abbondantemente nutrito con tuorlo d'uovo sodo, il secondo
scorsamente, 1 girini denutriti ebbero un accrescimento nettamente in-
foriore. I risultato, in breve, che in girini della stessa otd e di diversa
mole le cellule di M. sono di maggiori dimensioni nei girini pit grandi,
sebbene vi sia identitd, sia nella complessitéa strutturale generale del-
Pencefalo sia nel grado di differenziamento di questi neuroni. Invece
nei givini di egual taglia ma di etd diversa vi & un encefalo morfo-
logicamente piti complesso e le cellule di M. sono di maggiori dimexn-
sioni e piti differenziate in quelli di pit giorni. Questi dati verranno
messl in relazione con i problemi della grandezza ecellulare e mole
corporea durante il periodo di acerescimento embrionale (vedi ricerche
di Levi e allievi).

Ho quindi eseguiti quattro gruppi di esperienze miranti ad inda-
gare direttamente il momento della determinazione dells cellule di M.
e la causalita del loro differenziamento.

4° gruppo. - Isolamento della regione delle cellule di M. dagli
stimoli periferici e cenfrali: asportazione allo stadio di t. n. delle ve-
scicole otiche, mono e bilaterale, resezione anteriore, posteriore, ante-
riore o posteriore, asportazione delle vescicole e resezioni combinate
(95 operati). L'assenza della o delle vescicole otiche, con o senza gan-
glio, non altera minimamente il differenziamento di dette cellule. Né
pit effetto ha la resezione antcriore. e resezioni posteriori invece
provocano un minor accrescimento delle cellule di M.; il grosso neu-
rite viene filato, si decussa, ma si arvesta bruscamente essendo inter-
rotto il midollo. Non ho potuto per ora oftenere interruzioniin stadi
pitt precoci poiché le due parti, per quanti artifizi abbia escogitati, si
son sempre saldate,

5° gruppo. ~ «) asportazione del territorio presuntivo destro delle
cellule di M. nei vari stadi dello sviluppo (t.v.; bl; p.n.; p. n. a.;
t. n.) trapianto omo e autoplastico del pezzetto della regione ventrale
(40 operati), Ho potuto cosi identificare il momento della determina-
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zione di questi neuroni, le proprietd di autodifferenziamento, dei neu-
roni di M. isolati {(naturalmente con una zona nervosa circostante pitt
0 meno limitata, ma isolata da connessioni funzionali) e le proprietd
rigenerative: 1) allo stadio di t. v. non vi & autodifferenziamento
nells. sede dells cellula di M. asportata; si differenzia come tale un
altro elemento (rigemerazione da elemento cambiale o pluripotenza dei
neuroblasti vicini?); 2) allo stadic di placca neurale senza cercm' 81
ha, autodiff. nel trapianto (sebbene la cellula non raggiunga mai lo -
mengioni di quella normale) e differenziamento in sede di altro ele-
mento mauthneriano; 3) negli stadi successivi non vi & rigenerazione
della cellula di M. asportata che invece si autodiff. nel trapianto seb-
bene con alterazioni di forma che appaiono anche in relazione alla
grandezza o alla forma del pezzestto trapiantato.

6° gruppo. - Determinazione e differenziamento delle cellule di M,
con trapianti in sede snomals del neurasse allo stadio di t.n. (16 ope-
rati), Trapiantando la regione di M. in sede di altro embrione si hanno
gquattro neuroni di M. e quattro fibre che si decussano e decorrono nel
midollo spinale. I guattro neuroni sono simili di forma e dimensioni.
Trapiantendo tele zona nel midollo spinale si ha la formazione in
quests sede di un nuovo ventricolo imitante, sebbene piti piccolo, la
forms della fossa romboidale con tela coricidea sovrastante. Si diffe-
renziano le cellule di M. perd di dimensioni inferiori e pilt affusate
delle normali. In aleuni casi si & differenziata solo quella di un lato
(perdita di materiale nel trapilanto?).

7° gruppo. — Con questo gruppo ho indagato la polarita dei neu-
roni mauthneriani e il differente comportamento dei prolungamenti
nel differenziamento mediante rotazione di dette cellule nei vari stadi
corrispondenti & quelli del 2° gruppo. Con rotazione di 180° allo stadio
di t. v. si ha regolazione completa per cui i neuroni di M, hanno as-
sunto polaritd conforme alla nuova condizione e appaiono del tutto
normali, Cosl 1 neuriti che con la rotazione avrebbero dovuto diri-
gersi cranialmente si dirigono invece ceudalmente per cui la direzione
del neurite non appere un fattore intrinseco. Interessanti a questo
riguardo sono pure i capovolgimenti della placea: pur apparendo in
aleuni casi invertite la posizione della sostanza biance e di quella
‘grigia, 1 neuriti delle cellule di M., invertendo la loro presuntiva di-
rezione, seguono la via caduale. Operazioni fatte in stadi pil avan-
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zati (b n.) dimostrano come sia ancora notevole linfluenze esterna
sui neuriti mentre non lo sia gid pitt per i dendriti; infatti ruotando
di 180° la zona di M. di destrs si osserva come la polarith della cel-
lula sia ormai determinate per cui i dendriti sorgono dal lato interno
e il neurite da quello esterno, ma, mentre, i dendriti si diramano abet-
rantemente nel nuovo territorio senza mettersi in relazione con i ter-
ritori specifiei, il neurite, appena sorto dalla cellula, si ripiega brusca-
mente all'indietro, raggiunge come di norma il rafe ventrale si decussa
o decorre normaimente nel midollo, Cid dimostra una differente reatti-
vitdh neurotropice tra dendriti e neurite nel corso dello sviluppo.
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ALCUNE OSSERVAZIONI
SU UN PARTICOLARE TIPO DI OSCILLAZIONE
ARMONICA PERMANENTE

" {Con una figura)

ANTONIO BENINI

SvMMARIVM. — Auctor, perpendens motum haymonicum, gui extinctioni sit
obnoxius, quique stabiliter foveatur actione excitanti sinnasoidali, cuins amplitudo
mutet pro frequentias quadrato, novas invenit expressiones quibns parametri motus
ex nennuallarum magnitudinum mensura deduci possint.

8i consideri la nota equazione differenziale non omogenea del
secondo ordine a coefficienti costanti e positivi
dy

2.
d ¥ ROy, gl

R at

+ ¢y =k w® sin of;

indicando con ¢ la variabile tempo e purché sia dimensionalmente
[%] == [ay] essa interpreta nel campo fisico una oscillazione {(della gran-
dezza 3) armonica, dissipativa, forzata per effetto di una azione eccl-
tatrice sinusoidale avente pulsazione o ed ampiezza variabile con ©?;
la corrispondente equazione in termini finiti &

. a® w,* k.
¥ =1y, +y,=Se"¥gin (o, f+ ) + [(0% 0B : prath ¢ O (0t—9),

nella quale si & posto:

. e 2 pw
e 2 2 ) 2
4y s e wy? s~y @, =0 —~p? >0 == aretang ——p .
: a’ P " 0 > r ¥ g Wo? o 32

(*) Note presentatsa dail’Accademnico Pontificio Gastano Arturo Crocco il
1b dicembre 1944,

17  dcts, vol. VIII.
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Por V'intervento delle azioni dissipative, la componente smorzata y,
dopo un conveniente tempo A¢ finito non supera in valore assoluto un
valore |3} prestabilito comunque piccolo; ritenendo pertanto, in vista
di quanto si vuole osservare, y,==0, posto ancora

t b

[]_] O TRZ e WX e

B, 2V ac

e b= WE:’ r=2(1—-2¢%, resta la componente

k.
Yp= ﬁmﬂz—)l"—’ - gin (wt — @)

o . . . P
che rappresenta l'oscillazione srmonica permanente di periodo T::—m—

e di ampiezza
- B ok
g Y= mrpE e

La potenza dissipata media in un periodo, data da
1 ; dy,\* 1
— ayy e = BV Rt
W_—be(dt) dt= o DY, o
b
pud esprimersi nella forma

_apt Bt
TIYE N e

(3] w

Le Y, W per ogni definito sistema fisico oscillante, cui competa '
il parametro caratteristico « secondo la [1], risultano funzioni della
sole. B variabile a nostra disposizione entro il campo reale e positivo;
le Y (2, 8) ¢ W («, f) vengono percid solitamente analizzate secondo
tale criterio ¢ rappresentate graficamente con una famiglia di curve
(curve di risonanza) ciascuna affetta da un particolare .

Per § =1 (risonanza) &

: , 1 % ko, .
[4] YYo= o =%
2 3 b4 4
(5] WeeW, = o B0 Ko
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Si ottiene ?5 =22%Y, a +(§4‘”" 7\‘12)3{ s sl consideri quindi la retta
tangente alla curva Y (&) nel punto Py (=1, YY), ja cui equa-
zione - Y-, = ldY diviene Y=0Y,: si osserva percid che tale

§T1 T ds s ¢ %

rotta passa sempre per l'origine indipendentemente da «; cid pud con-
gentire di determinare assai rapidamente il punto I, sulla curva (con-
dizione di risonanza) per gualunque valore di o

Dalla ax 0, per « e & finiti e non nulli, segue ecome & noto, che

ap

[ 1.",
la Y ammette un massimo velativo in corrispondenza di =, m(-i—) .

reale 9010 se « < V,,_, od assume il valore

1 k
Yc ;Ymux 20{ (1 )ll'x a .
dW . Bo(pt—220*+3) ..

Analogamente la E-ﬁm..- 8a*W, PN Y eguagliaty o zero.

fornisce in §,, B, =[% = (3 —3)A]%, uniche radici positive della
Bt —22p2+8=0, i valori per cui si verificano rispeftivamente un
minimo ed un massimo relativi di W; tali radici sono reali ¢ distinte

per a < a¥*= ..;_ \/2 — V'3 ed inoltre & B,20,2 =3, §,* + % =2,

A 6, e B, corrispondono
A £ (A2 —B)h k
[OF 29 =) (A —Byhk a

h\ (4 22— ) (4 »e— 3) ()\2 ___ 3)1!’] B,
GE= 9y =\ (32 — B =t

Yi: Y, =

WU WB Wnum Wmn.x =

Pertanto si nota con snceessive rapide trasformazioni che valgono

le seguenti:

' B« 3 k

[6] Y‘ng *(‘“i":‘;—i‘)‘l?; YO!m —2- Yc "E s SQYCYO
- Ma? o, 2 K
7] W*WQW - ¥ Wb = 1B 1—a®) a*
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Le relazioni stabilite si prestanc egregimmente nella soluzione del
notevole problema, inverso, di determinare il valore dei coefficienti
della equozione differenziale (abe¢ ovvero ¢ «w,, o causa del loro si-
gnificato fisico) partendo da aleuni valori delle grandezze Y o W; na-
turalmente tre qualsiasi relazioni indipendenti del tipo [2] o [3] sono
sufficienti, ma & noto come spesso un aspetto anche solo formalmente
pitt semplice delle espressioni rispecchia per motivi diversi una mag-
giore esattezza conseguibile.

Si deduce infatti dalle [6]

3 Y.
(] “=5 gy,
19] “TFY.Y,
. 1
[10] @ = “'(;'2 E3ETA
(o))
e dalle {7]
. 4 _ 1
[11] &= W
[1 + 27 ]
Wlwil
) 8
[12] a:3V3 ko, 1

4: (1 sl K2)1]; (Wl Wg)ll‘"

Senze qui ripetere le note determinazioni dl ., ricordiamo che
almeno le pili dirette di esse in gemere sono poco esatte per valori
elevati di «: Posservazione dianzi 'esposta, sulla tangente in P, si ri-
ferisce appunto a questo lato del problema. Per gquanto riguarda gli
altri parametri incogniti & altresi noto il cosidetto metodo della fiso-
nanza besato sulle [4] e [B]: esso perd non & sufficiente mediante
misure di une sola grandezza, ed & percid ellora necessario ricorrere
ad altre espressioni dedotte con Ngriteri diversi, le quali presentano
per lo pitt alecuni inconvenienti dovuti alla mutua di pendenze dei pa-
rametrl deducibili ed alla sensibilith delle relazioni stesse agli inevi-
tabili errori di misura.
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Le formule {8] a [12] (per guesta si dird in appresso) insieme con
le semplificate seguenti, costituiscono un complesso, che potrebbe dirsi
dells minima potenza dissipata, in cui i parametri @ e o sono espressi
fra, loro in modo indipendente e in cui figurano, come rapporti, gran-
dezze facilmente misurabili; inoltre possono bastare determinazioni di
un solo tipo di grandezza (Y o W) ed infine le 2 risultano indipen-
denti anche dal coefficiente & che pud pilti agevolmente passare fra le
_incognite determinabili, Per contro invero dette formule esatte sono
legate alla conoscenza dei valori §;, B, calcolabili sole se noto a ov-
vero valutabili in base alla condizione di minimo o massimo di W;
esse sono quindi applicabili solo se « <«

Queste limitazioni vengono in gran parte eliminate attraverso al-
cune ulteriori semplificazioni approssimative, giustificate dal fatto che
il problema tecnico inverso di cui si tratta & di natura essenzialmente
applicativo. Nel dominio della Elasticitd e della Elettrotecnica per esem-
pio sono frequentissimi, ed in lines di massima i pil interessanti, i
sistemi oscillanti aventi il parametro = (numero di smorzamento o
grado di attenuazione) molto piccolo {« <€ «*), ma la cui influenza non
& trascurabile in prossimitd della risonanza; a titolo di orientamento
per quanto segue si indica in 0,01 -+ 0,1 Vordine di grandezza di « in
tali casi.

83 k
a=0" 914 Balyha

= /3 si ottiene

Poichd lim V, =2 7ﬁ, indicando con Y = [¥,]
a->0 2a

il valore di Y corrispondente a = [8,]

=0

[13] i = %

] =

la quale, in un conveniente intormo di « =0, approssima assai bene

w1

8|

la [8] assumendo e =4 entro tutto I'intorno; U'errore relativo s ==

risulta positivo

[14] eV 1+808—1

. 3 . e . "
e per « piccolo ¢ 5 % tale ¢ (o) pud stabilire lampiezza dell’in-
forno di « in base ad un prefissato errore massimo ammissibile (v, gra-
fico). Alla [13] si gilunge in via intuitiva, analiticamente meno diretta
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anche dalla [8]: quando (2o 0) possa ritenersi Y, oY, essa diviens

=5 v il cui errore, negativo, & perd in valore assoluto maggiore
i

di quello espresso dalla {14]; la lenta variabilith di Y, rispetto ad «

a4y,

da
tuire Y ad Y,, ottenendosi con cid altres! wun compenso negli errori.

La [18] peraltro supera le posizioni di partenza essendo formal-
mente e concettualmente non legata ad «* e (3, : solo per valori notevoli

intorno ad «:=0, verificandosi [ ] = (), suggerisce pol di sosti-
o s .

di « essa di errori in genere inaccettabili, ma potrebbe venire corretta
mediante la [14], eventualmente con rapide iterazioni se « & incognito,
e cid pud riuscire in effetti utile figurando in essa soltanto Y; anche
di maggiore interesse & il fatto che non occorrono misure di W per
la. conoscenza del . ‘

Per approssimare la [9}, osservando che lim RS =lim3«, si ponga
a0 Lo a0

[15] &=

il ‘oul errore relativo &

== (-ViRE)

e per « sufficientemente piccolo o2 — 24*; P'altra espressione deducibile
LS

—ir

Y o
W= g presenta un errore alquanto inferiore

Y,
_ L 8 e
B-*(l‘*\/‘m‘;ﬁ)g‘?“

ma in genere la [156] & di applicazione pih agevole contenendo il
valore massimo di Y, e comunque il valore di &” non si differenzia
sensibilmente da & intorno ad «=0. Con eriteri ed osservazioni ana-

. - : . [ 1 YI. n__ 1 Yi
loghe & guanto gid esposto, dalla [9] segue anche « =37 e a'=- v,
entrambe pilt approssimate, in eccesso, ma dipendenti da §,.
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0.12

0.40 : /

005 //

0.05 0.10 015 020 095 ¥

o
Fia. 1,

La formula [10], che potrebbe acquistare interesse in quanto non
vi appare Y,, non conduce a espressioni semplificate nuove od utili.

2 3
4(1%;&2) B9 41 valore di' W

Indicendo con W == [Winn] o=

in corrispondenza di Em [Bileo = V8, in base a lim E =lim 27 «*,
= a0 Wo o0

si approssimi la [11] con

-1 \/f
[16] “= eV ow,
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5 ,
avente l'errore relativo 5:—(1_ _ L )g —g o’ la [16] &
1+ 38e° 2

applicabile anche per «> &% tenuto perd conto che lerrore in tal
. caso non sarebbe trascurabile. Dalla [11] parimenti:

: 1 W
17 CX.’:W A2
{ } V27 Wmn.x

meno approssimata della [16] ma praticamente coincidente per i pilt
bassi valori di «. Ha ora meno importanza l'indipendenza delle formule
da f, e B3, e la lenta variabilith di W rispetto a § intorno a f; con-
sente relativamente minor precisione nel realizzare §,.

Infine la [12], trascurando «® rispetto all’unitd, si semplifica in

[18] ' = 83 m.ic_zf?"a -
4 Vwmin Wma.x

che, essendo &= — (1 — i_—~_oc—9) & — ém «® asgsal ridotto, pud ritenersi

praticamente esatte e indipendente da «; la presenza in essa di %
ed ©,, supposti noti o altrimenti determinabili, & compensata dall’nti-
lita di esprimere anche il parametro ¢ diretfamente in funzione Wy, .
max
313 Ko’ .
== purché con
s Vw,w

Se 2> pud impiegarsi lanaloga &=

la. correzione &=} 1+8a"—1. .

In figura sono dati, sotto forma grafica fino ad a=a%*=0,2588,
per le formule [13], [15], [16], [18], i valori assoluti delle £(«), che ne
dimostrano il campo di applicabilitd in base alla precisione consegui-
bile nelle misure. :

A. conclusione si vuol notare che quando all'®scillazione in esame cor-
risponda una equazione alquanto diversa da quella assunta {ad es. coeffi-
cienti non costanti almeno rispetto ad y o @) ma che possa beninteso
con essa approssimarsi nelle consuete ipotesi che si soglion fare al ri-
guardo, le espressioni proposte non soffrono di maggiore convenzio-
nalith, di altre e dello stesso metodo di risonmanza, rispetto al quale
anzi fanno intervenire il comportamento del sistema anche in ulte-
riori ben precisati rapporti di frequenze sufficientemente discosti dal
particolare $==1, A .
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SULLE FLUTTUAZIONI ECONOMICHE

PAOLO MEDOLAGHI

Svurmarivi. — Cum mathematica dictamina, quae ad interpretandas oeco-
nomicorum eventuum mutationes invects sunt, cursus et recursus per propriam
funetionmm (quarum plerseque exponentiales et sinuscidales sunt) classem expri-
mant, optandum est ut huiusmodi functiones ad interpolandas series histo-
ricas oeconomicas applicentur. Anctor exponit quibus modis difficnltates superari
possint quae huic applicationi obstant, quanto maioris momenti sint in hac ve
breviorss eventuum orbes quam orbes medii vel diuturniores (de quibus prae
sertim usque adhuc investigatum est), et quo modo possint novae inductionis
statisticae rationes institui, si ordinata de interpolantibus functionibue inquisitio
cum inquisitione de relationibus functionalibus, quas oeconometrica schemata pro-
ponunt, cennectatur.

@Gl aspetti drammatici delle grandi crisi economiche hanno richia-
mato da lungo tempo Vattenzione degli storici e degli economisti che,
volta a volia, considerando le crisi quali episodi eccezionali, hanno
cercato di rintracciarne le cause, e ne hanno descritte le gravi con-
seguenze sociali; ma & soltanto da pochi decenni che si & incomin-
ciato a parlare di una dinamica economica, cioé di una teoria in cui
dovrebbero trovare razionale spiegazione le oscillazioni piccole e grandi
cui sono incessantemente soggette tutte le forme dell’attivitd econo-
mica. Usendo le parole «razionale spiegazione » mi riferisco a quella
che pud essere cercata da chi, non ignorendo la subordinazione del-
Pordine economico a quello etico e sociale, si vende conto dei limiti
che la nature dell’argomento pone alla ricerce quantitativa, cosicché
fino dal principio trova necessario porre a sd stesso e dare di questi
limiti une precisa definizione. Ora & & parer mio interessante consta-
tare che ad una tale delimitazione, e quindi anche implicitamente ad

("] Nota presentata dall’ Accademico Pontificio Ugo Amaldi il 1° maggio 1945,

18 dcte voi. VIIL
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une tale effettiva subordinazione, ci conducono aleune recenti ricerche
nel campo delle teorie econometriche ed altre finora appena iniziate nel-
Vindirizzo statistico, delle quali ultime mi propongo dare un brevis-
simo cenno.

Le ricerche economefriche a cui mi riferisco si svolgono intorno
a schemi semplicizzati; esse introducono un piccolo numere di varia-
bili economiche, a seconda delloggetto dello studio (se si tratla, per
esempio, di studiare il ciclo della produzione dei beni capitali si intro-
duce necessariamente 'indice della produzione perfezionats nell'unitd di
tempo e quello della produzione in corso di lavorazione nella stessa
unitd, ma oltre a queste due variabili e secondo il punto di vista da
cui ¢i si colloca e l'aspetto del fenomeno che si vuol meglio mettere in
luce, potra anche essere introdotto l'indice della produzione dei heni
di consumo, il volume totale dei beni capitali, il loro logorio, un indice
dei prezzi...).

Si pongono poi equazioni funzionali di collegamento tra le varia-
bili; esse dovrebbero avere una base statistica, ma ove questa, come
gpesso avviene, manchi vi si sostituiscono ipotesi ricavate dalla intro-
spezione e dal principio edonistico. B il punto debole del procedi-
mento, quello da cul originano le maggiori divergenze e discussioni.
Comunque, nel sistema di equazioni cosi ottenuto abbiamo in nuce
gia la rappresentazione del fenomeno che si vuole studiare; che perd
servirebbe ben poco e resterebbe sospess nella incertezza sulla wvali-
dita delle ipotesi assunte se la ricerca non fosse completata con la
integrazione del sistema di equazioni. Quegta ci conduce a rappresen-
tare ognuns delle variabili economiche gniziu,lmente introdotte me-
diante una funzione analitica nella quale, secondo i casi, cloé secondo
la natura delle equazioni di collegamento, & contenuto un numero finito
di costanti indeterminate o una funzione indeterminata. I’attribuzione
di valoxi particolari a questi elementi indeterminati. cioé la individua-
zione degli integrali particolari decide del successo o dell'insuccesso
dello studio intrapreso; qualora non si trovi alecun integrale partico-
lare che ci dia del movimento economico preso in esame una rappre-
sentazione conforme a quella rivelata dalla esperienza si deve conclu-
dere che o mel sistema delle ipotesi, o in altri punti del procedimento
deduttivo, che in questa troppo rapida e incompleta esposizione sono
rimasti in ombra, vi & difetto; se invece si trova almeno un’integrale
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particolare che corrisponde abbastanze bene almeno ad un periodo
della realtd storica non ne consegue alecuna certezza ma ci si pud sen-
tire animati a proseguire le ricerche nella via intrapresa.

¢ Abbastanza bene’ & una espressione vaga che conviene chiarire
_per cid che in seguito si dovrd esporre. L'interesse dei costruttori di
teorie econometriche si & rivolto finora quasi esclusivamente verso gli
integrali che vappresentano cicli poliennali non soltanto perché questi
.hanno un pil evidente interesse storico ed economico, ma anche perche
si pensava che le ricerche statistiche condotte in generale su lunghe
gerie di dati annuali si prestassero meglio alla individuazione di lunghi
e medi cicli che non & quella di cicli di corta durata, su cui incidono
troppo le imperfezioni statistiche e gli scarti casuali. Sono stati percid
consideratl gli integrali particolari cul corrispondono le fluttuazioni pilt
lunghe ed & stato considerato soddisfacente il confronto statistico quando
la lunghezza dei cicli calcolati & risultate presso a poco eguale a quella
dei cicli osservati statisticamente. Cosi Kareck:r & stato soddisfatto di
trovare un ciclo decennale per la produzione di beni capitali e Frison
di trovare invece cicli di poco pit che 8, 8, 8 anni perché concorda-
vano con le esperienze cul clascuno di essi si riferiva. Ma dobbiamo
riconoscere che un confronto basato su questo solo elemento della lun-
ghezza del periodo ciclico, che non & dopo tutto nemmeno costante,
riesce assal poco probativo; de qui le riserve con le quali queste inda-
gini sono tuttora accolte da molti studiosi. Nessuno del resto pit degli
stessi costruttori di schemi econometrici per cicli congiunturali ne ha
sottolineato il carattere provvisorio e grossolano e la necessitd di pro-
cedere a perfezionamenti ed ulteriori sviluppi e soprattutto ad accer-
tamenti pitt rigorosi sulla base di concrete esperienze.

Eceo dunque la ragione e la importanza del controilo statistico,
che pud essere portato al prineipio o alla fine del procedimento dedut-
tivo. Il controllo portato all’inizio, cioé sopra le ipotesi di partenza,
consiste principalmente nella vicerca delle correlazioni: gli studi in
questo campo sono molto numerosi ma non molto conclusivi. Il con-
trollo portato alla fine del ragionamento matematico si fonda sulla
interpolazione delle serie economiche conerete. Calcolate le funzioni
interpolatriel di un dato gruppo di serie economiche si riscontra se
tra esse esistano relszioni funzionali identiche a quelle postulate nel-
l'una o nell’altra teoria econometrica o se se ne possano ottenere di nuove
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con leggers modificazioni; attribuendo, per esempio, ad uno o pilt para-
metri che la teoria econometrica ha supposto costanti un valore varia-
bile in funzione del tempo. 8i tratte in sostanza di percorrere all’in-
verso il cammino seguito dagli econometristi teorici risalendo per
induzione dalle esperienze concrete alle funzioni analitiche, o da queste
elle relazioni tra variabili economiche, anziché dalle ipotesi discendere
con una catena di deduzioni alle relazioni funzionali e da queste agli
integrali rappresentativi, Il procedimento inverso non ha soltanto valore
di controllo; esso dard eventualmente anche modo di rimuovere alcune
ipotesi semplificatrici e quindi di conferire alle tecrie un contenuto pit
ampio. Un programma di questo genere, ma divergente in alcuni punti
da quello accennato in questa nota, fu preannuncisto dal Prof. Raanar
Frison nella riunione della Societd Kconometrica ad Oxford il 26 set-
tembre 1936, ma non so quale seguito abbia poi avuto da parte sua.

In una memoria, non ancora pubblicata, mi sono proposto di sag-
giare, su applicazioni concrete, la possibilitdh di successo di indagini
condotte sul piano ora accennato. Qui ne presento alcuni brevi accenni.

Dovendo andare a ritroso del procedimento deduttivo era ovvio
assumere come posizioni di partenze, ciod come funzioni interpolatrici,
quelle che per le teorie erano posizioni di arrivo, ciod gli integrali dei
sistemi di equazioni funzionali. Questi integrali, pur nells diversitd
delle teorie, hanno tutti un carattere comune; sono sommatorie di fun-
zioni esponenziali ed exposinusocidali (3 stato proposto questo nome
per indicare la funzione seno moltiplicatag per un esponenziale); le
costanti che intervengono in tali funzioni “sono suscettibili di inter-
pretazione economies ; in particolare quelle che affiancano gli argomenti
degli esponenziali e delle funzioni circolari, ciod le «, 8,y delle fun-
zioni del tipo ¢* sen (B¢+¢), v, hanno speciale interesse perclid sono
le pilt caratteristiche della struttura economica (parametri strutturali).

Per la loro stessa naturs le funzioni suddette non possono perd
essere utilizzate quando si tratti di interpolare lunghe serie storiche;
infatti esse, considerate come funzioni della variabile tempo, £, presen-
tano, con il crescere di ¢, oscillazioni di ampiezza o sempre maggiore,
0 sempre minore, o sempre porfottamente eguale o anche nessuna
oscillazione. Nella realth economica non si riscontra nulla di simile;
non vi sono periodicitd perfette, né vi sono stati di assoluta stazio-
narietd, nd oscillazioni crescenti fuori di ogni limite, Dunque le fun-
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zioni che ci sono additate dalle teorie econometriche come le pilt atte
a rappresentare il movimento econonomico, quelle che noi dobbiamo ne-
cessariamente preferire come funzioni interpolatrici delle serie storiche,
¢i denunziano, clascuna da se stessa, la propria precarieta, la propria
inidoneitd a servirei per molto tempo. La importanze di questa con-
statazione non & sfuggite ad J. AKErMaNN, Raewar Frison, O. F. Roos,
che ne hanno tratto deduzioni importanti. Non ¢’ da sperare che una
.serie di dati statistici estesa sopra un lungo numero di anni si possa
interpolare con una unica funzione suscettibile di interpretazione eco-
nomica. Dobbiamo invece, seguendo FriscH e Roos, raffigurarei cie-
scuna serie storice economica come costituite da diversi pezzi seldati
insieme; i punti di saldatura, che chiamerd in seguito punti critiei,
gsono quelli in cui une funzione interpolatrice cessa di rappresentare
il movimento economico, ed un’altra vi si deve sostituire. Se, per
esempio, le due funzioni sono entrambe del tipo ke<tsen (B¢ + ¢) + A il
punto eritico ¢i denunecia una variazione di aleuni o tutti i parametri
k, =, &, o, h clascuno dei quali ha un suo proprio significato economico;
esso ol denunzia dungue un cambismento avvenuto nella strutturs eco-
nomica, ci avverte che un fatto nuovo, una forze esogena & intervenuta
ad alterare poco o molto il corso degli eventi. Dalla esperienza ac-
quistata adoperando per la interpolazione appunto funzioni del tipo
ketsen (f 4 ¢)+ h sono indotto & concludere che Vintervallo tra punti:
critici consecutivi raramente supera 2 anni, spesso & alquanto inferiore.
Si comprende la importanza che assume la determinazione dei punti
eriticl, A priori, considerando il problema dal solo punto di vista ma-
tematico, si potrebbe credere che questa determinazione dipenda dalla
complessits della funzione scelte per Vinterpolazione; & chiaro che se
questa, contiene molte costanti arbitrarie sard possibile adattarla ad
un tratto della serie empirica molto pilt lungo che se le costanti sono
poche; quando perd si tenga presente che le costanti debbono avere
un significato economico si riconosce facilmente che la indetermina-
tezza del problema resta molto ridotta, se pur non cade addirittura.
Attualmente sarebbe difficile attribuire un significato economico a tutte
le costanti di una sommatoria che eomprendesse, per esempio, pit di
due sinusoidi; & naturale percid che volendo procedere, sopra un dato
gruppo di serie, alla ricognizione sistematica dei punti critici si adoperi
anzgitutto la funzione ke*sen (Bt @)+ % In quanto alle serie cui tale
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ricerca pud essere applicata & evidente, per lo gid accennata brevitd
degli intervalli, che non & possibile utilizzare serie di dati annuali, ma
dobbiamo servirei di serie di deti mensili, B nemmeno possono servire
serie alle quali sia stata applicata la detrazione del trend, perche,
mediante la interpolazione sistematica, il trend risulta determinato dalla
successione di valori del parametro A,

La interdipendenza tra variabili economiche assume spesso carat-
teri che richinmano alla mente fenomeni ereditari; altre volte & la
previsione delle variazioni future di alcune variabili che determina
variazioni attuali di altre variabili (FiscrEr, AMoroso, influenze delle
previsioni di rinlzi e ribassi dei prezzi sulla produzione, sulla do-
manda...). Quantunque sia molto difficile portare oggi praticamente
questi nuovi punti di viste nelle indagini econometriche ed in quelle
statistiche, tuttavie si pud constatare che un vanteggio non indifferente
si ottiene sostituendo alle serie originarie gquelle che se ne deducono
con il metedo della somma continua su intervallo mobile; maggiori
delucidazioni al riguardo condurrebbero troppo in lungo.

Il perno dei nuovi metodi induttivi che si vorrebbero fondare con
le ricerche fin qui accennate consiste nel collegamento tra le indagini
statistiche e le teorie di dinamica economica. Forse il miglior modo
per darne una idea consiste nell’addurre un efempio. Nel volume VI
della « Nuova collana di Economisti» & pubblicato un interessante
studio di Brescravi-TurroNr ed una memoria di WagemaNy; entrambi
contengono, tra le altre cose, una illustrazione delle fluttuazioni dell’eco-
nomis germanica dopo la stabilizzazione del marco nel 1924, Alla me-
moria di WaaEMANNY sono allegate alcune tabelle, o vi si trova una serie
di indiei mensili della produzione industriale, ed une di indiei di prezzi
all'ingrosso. Entrambe si prestano benissimo alla interpolazione con la
funzione sinusoidale che, scegliendo volta a volta opportunamente V'ori-
gine dei tempi e l'unitd di misura per il tempo, si riconduce alla
forma %est(cost + « sen £) + & eon fre soli parametri. La migliore inter-
dipendenza tra le due serie (ed anche con la serie derivata di quella
dei prezzi) si ottiene quando si assume per la serie della produzione
Vintervallo mobile di 12 mesi, per quella dei prezzi l'intervallo di
6 mesi; la interdipendenza & strettissima nella depressione del 1926
tanto che differisce poco, salvo lo sfasamento, da un rapporto di pro-
porzionalita, e presents i caratteri gid osservati in alfre  esperienze
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(FISCHI:]R, Anoroso, Pieou...); essa risulta invece pilt complicata nel
successive periodo di espansione 1927-1928,

I due periodi sono separati da un punto ecritico che si fratta di
interpretare ricorrendo ad una teoris economefrica. Quella esposta da
~ Frison nella memoria ingerita nel volume di saggi in onore di Casswn
risulta atta all’'uopo, quando si spinga la determinazione degli integrali
particolari, da lui limitata ai primi tre di pit lunga ciclicité gia prima
ricordati, ad almeno un quarto integrale, cui nella particolare struttura
economica esaminate dal Frisca corrisponde un ciclo di un anno ed
8 mesi. Questo quarto integrale ed il terzo di Frisom corrispondono
abbastanza bene, tenuto conto della diversitd delle strutture, a gquelli
che abbiamo incontrato nella serie della produzione industriale germa-
nica. Al lume della teoria di Frisce si giunge alla conclusione che i
fattori esogeni déterminanti la espansione della produzione sono steti
il fattore monetario e il creditizio; e si potrebbe & questo punto os-
servare che la documentazione storica ed il commento di BRrEscrawi-
TurzoNr ci avevano gia da tempo condotti, e per via senze dubbio pilt
piana ed accossibile a tutti, allo stesso risultatc. Ma noi non debbiamo
badare alla asperitd del caminino, sibbene alla meta che & di intro-
durre, in campi troppo spesso aperti al conflitto delle passioni e degli
interessi, strumenti di indagine imparziale e serena.
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CARATTERI GIROSCOPICI
'DERIVANTI DA VALORI INIZIALI
SUFFICIENTEMENTE GRANDI
DELLE VELOCITA IGNORABILI®

PIETRO TEOYILATO

SvMMARIVM., — Auctor demonstrat systemati conservativo, in quo parametra
exstent quae ignorari possint, posse conferri opportune selectis originariis condi-
cionibus, motuin gyroseepicum, seilicot in quo coordinatae apparentes parvae sint.

§ 1. EnunciazIoNE DELL’'ARGOMENTO. — Nella nota (*) che ha pre-
ceduto la presente, ho premesso aleune considerazioni analitiche ne-
cessarie all’esame rigoroso di un problema meccanico da me trattato
qualche tempo addietro (*) e che ora mi sono proposto di riprendere
por fondare quei risultati, che gia trovai, sopra basi pilt sicure, e nel
contempo per completarli.

Il problema riguarda i sistemi meccanici ad N gradi di liberts,
nei quali figurano a coordinate ignorabili g, g, ... ¢, ed y coordinate
appariscenti Q; Qp ... Qy; (@ + y = N). Dimostrerd anzitutto che esistono
@y ==n particolari funzioni T, (m=1, .. y; »==1,... 2) dipendenti sol-
tanto dalle coordinate appariscenti Q e loro derivate temporali Q' (que-
ste ultime contenute linearmente) le quali, previa opportuna scelta delle

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontifisio Giuseppe Armeilini i1 15 fab-
braio 1945,

(1) P. TmoriraTo, Sopra aleuns sistemi differensiali a soluzioni sensibilmente
costanti, «Acta s, Pontificia Academin Scientisrum, Vol VIII, n. 14,

(*) P. TmorirATo, Sopra i wincoli indotti e autoindotti, «Rendiconti del
Seminario della Universith di Cagliavi», Note da I a IV, 1039,

19 Adcte, vol. VIIL
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condizioni iniziali (tra Valtro assunzione di velocitd ignorabili sufficiente-
mente grandi) si conserveno in valore assoluto convenientemente piccole.
T poichd la linearitd delle I, rispetto alle velocitd, Q' permette in
generale di esprimere le Q in funzione lineare delle F, si ha per con-
seguenza agio di concludere che anche Je Q' si possono conservare in
valore assoluto convenientemente piccole.

Ma la piccolezza delle velocitd appariscenti & appunto una condi-
zione che conferisce al movimento un carattere giroscopico, e noi ve-
rificheremo come esempio allg fine di questa nota, Vattnarsi della condi-
zione nel caso di un girostato armato di pitt giroscopi.

§ 2. EQUAZIONI DEL PROBLEMA B LORO PARTICOLARITA, — Sia T la
forza viva del sistema, la quale si esprimera per mezzo delle coordi-
nate ignorvabili e appariscenti nel modo seguente:

1 . , ,
T = "2" 2 {19 g,r ers i 2 bvs er Q s + z G“ Ql’l‘ Q! $
T8 kil 8

con a, b, ¢ funzioni delle sole Q. Le equazioni lagrangiane nelle g for-
niranno subito gli integrali primi:

1] : %_ =k, (r=1, ... ®), (k, y. costanti)

dove, essendo il primo membro lineare mnelle ¢, Q) la costante posi-
tiva & (tenute ferme le v,) risulterd tanto maggiore quanto pilt gr&ndl
inizialmente saranno scelte le velocitd ignorabili.

Lreliminazione delle coordinate ignorabili a mezzo delle {1} dalle
restanti equazioni lagrangiane, che sono quelle relative alle coordinate
“appariscenti @, conduce ad un sistema di y equazioni (*) del tipo:
IQ] g{ DQQT"’;: aDQ'Em DQ.M +k 2 1’9‘ me Dg (Mm]., '“y)
dove: i

1°y T & indipendente d&lle costanti %y, ed & funzione quadra-
tica delle @':
— 3o Q- 5 3(3 0.0 (5 0 @) B

vr

(%) Lord Kmvuvin, Treatise of Natural Philosophy. I, peg. 322 e sa;g;.
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avendo indicato con B,, gli clementi della matrice inversa della ma-
trice ||b,|| formata con i coefficienti b, che figurano nell’espressione
di T sopra indicate. Evidentemente la matrice:

& simmetrice

o el

a Q,m a Qr??b

esgendo T quadratica nelle Q.
9°) A & funwione quadratica delle ky,, con coefficienti dipen-
denti dalle sole Q e non dalle Q':

A= —é—— 3 By, v.B..

3°) Le 1,,,, in conformita di quanto si & specificato nel paragrafo
precedente, sono date da: '

4] Fpom= S Dye @
&=l

con le I, espresse da:

oM, oM,

[6] Dus= L TN

o lo M,, funzioni delle sole @, le quali si esprimono facilmente per
mezzo dei coefficienti delle velocitd nell’espressions della forza viva T:

M= % @ Bua,
Dalle [b] segue che, per un fissato valore di #, le D,,, formano
una matrice quadrata:

[6] - 1D ysllrissey  emisimmetrice

Le [2] si scrivono:

y »®q - o o 2(U—A)
[7] 2 OQ.’m“wa“?:"" Qu T k ?z f?' I‘m:- + an + ) Q:m 1

gzl

*19  Adeta, vol, VIIL.
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dove il termine in parentesi quadra & la somma di due addendi, I'uno
omogeneo di secondo grado melle @, a coefficienti funzioni delle Q,
Paltro funzione delle sole Q, indipendente dalle Q.

Gteneralmente dalle [4] si potranno ricavare le Q in funzione li-
neare delle F, ed allora il termine in parentesi quadra delle [17] risul-
terd espresso per mezzo delle Q e delle ' soltanto e conterrd le F uni-
camente al secondo grado.

Indichiamo poi con ||, !l la matrice inverss delle [3]. A causa
della simmetria della [3], risulterd:

- [8] ' |yl  simmetrica .

Si derivino ora le [4] rispetto al tempo e dai risultati si eliminino
le Q" & mezzo delle {7]. 8i ottiene il sistema differenziale:

dF”’H" _— z
(9] 5= qumiTq

i M

1Dnu-s aps + wa

M=

B
vq
i

k3

r

dove:

@) le H,,, & causs dell’osservazione fatta circa il termine in pa-
rentest quadra delle [7] sono funzioni delle Q e delle ¥ soltanto e
contengono le F' esclusivamente al secondo grado, per modo che si ha:

[10] H"lrm [sm," + mﬂi?'
[11] Opar m{ z'g 4 Lanr iy tade e FI: iy FJ:J:
DU—A) _ < O(U—4A)

[12] Bor= ?D,,m ?;_ Qep 5, = ;2)' q, (? Gop Diys)
essendo le «, B funzioni delle sole Q.

b) Tutte le funzioni delle sole @ che figurano nelle [9], per ipo-
tesi (del resto rispondente ai casi fisici) gono limitate; inoltre hanno
derivate limitate rispetto alle coordinaté Q, cosicché: se non conten-
gono esplicitamente il tempo, soddisfano alla condizione del LapscHirz,
.quando, come immaginiamo, le velocitd appariscenti siano anch’esse
limitate.

¢) Si ha poi:

0 dFﬂw 3 . .
,,%. oF,. (“H{;“’) =k 2 e 2 Do e 0,

ks ms
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espressione nulla in virth della [6] e [8); talehs, se mancassero i ter-
mini @,,, i sistema lineare nelle T, apparterrebbe alla classe dei si-
gtemi del LiouviLLE,

§ 3. UovAL RANGO DI DUE MATRICL - Si indichi con A, ,, Vespres-
sione:

[18] Amr, pg qu % Dmra aap
(myp==1,..y; rg=1..)
avremo dalle [13]:

1 2(U-—A
[14] gmr = m";‘ g Am", peld m%.‘é':‘)*

e contemporaneamente, in luogo delle [9]:

ar,,. :
"_&‘tﬁ“' = Anw, i1 Fii + Amr, 21 in +..F Amr,y!. Fy& +
[16] b o +

t
+ Anw, iz F.‘.:G + Amr, 2 Fﬂm el th o Amr,ym Fy:\s + er + e

dove, per la definizione [18]:

[16] Amr, PIL! Amr,pzy Amr, pi

non differiscono fra loro che per il fattore y, (¢=1, ... #).

Ma allora i coefficienti delle Ty, ove queste figurano a primo grado
(esclusi dunque i termini che costituiscono e,,) formano una matrice
quadrata di ordine xy=n

ik | Aol

il cul determinante & nulle, perché le colonne (individuate dalla coppia
diindici p, g¢) sono ad « ad & ugunali fra loro, a meno di un fattore %y,
comune & tutti i termini di ciascuna colonna,
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Formiamoci ora una matrice reffangolare

(18] | Bynr, |

ottenuta con l'aggiungere alle 7 colonne della [17] un'ultima colonna
formata con le P, ordinatamente. Quest'ultima colonna, come mo-
strano le [14] & una combinazione lineare delle colonne della [17] e
pertanto le due matrici [17] e [18] avranno lo stesso rango.

§ 4. PROPRIETA DI ALCUNE sosTITUZIONL — Una sostituzione R rap-
presentate da une matrice emisimmetrica & una rofazione e mediante
une sostituzione ortogonale T qualsiesi, si mute ancora in una rota-
zione R'; per cul scriveremo:

[19] R=TRT- =3, (con = —3,)

Una sostituzione K rappresentate da una matrice simmetrica ¢ una
deformazione pura e mediante una sostituzione ortogonale T si tra-
gforma ancora in una deformazions pura. Perd, se la sostituzione S sl
sceglie opportunamente, allors K si muta in una K’ date dalla matrice:

1 %,
by

[20] K'=TRKT! =
'k

H

dove sono nulli tutti gli elementi non appartenenti alle diagonale prin-
cipale. .
Cid premesso, consideriamo il prodotto P di sostituzioni geguenti :

[21] P=R-K,

ciod il prodotto di une rotazione per una deformazione pura. Prove-
remo che lequazione secolare relativa & P ammette radici nulle op-
pure immaginarie pure (2 & 2 coniugate).
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 Infatii, considerando la trasformeziono di P mediante T, ciod P,
avremo per la [21]:

[22] PraTPT=TREKT = (TRT*)}{(TKT ") =R'K'
e quindi, a causa di [19] e [20]:
[238] Pra= |18,k

Ma allora, ricordando che 8, = - 8§, come & espresso nella [19],
la matrice seguente:

[24] Re= |3, VET

rappresenterd una rotazione, Di questa ultima procurimmoci la trasfor-
mate a mezzo della deformazione pura:

Vi
[26] Cus " :

VE

dove sono sottintesi tutti zeri al posto degli elementi non apparte-
nenti alla diagonale principale. Dal confronto di [23], [24] e [28], ri-
sulte subito che:

[26) P'=CRC-*.

A questo punto bisogne ricordare che una sostituzione ammette
la stessa equazione secolare di una gualsiasi sua trasformata; quindi
per la [22], P' he la stessa trasformata di P, e per la {26] la stesse di £,

Ne consegue che P ha la stessa equazipne secolare che compete
alla rotazione R, e poichd l'squazione secolare di une rotazione pos-
siede solo radici nulle oppure immaginarie pure (2 a 2 coningate) al-
trettanto dovra dirsi della equazione di P, come volevamo dimostrare.
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& b. 1 EQUAZIONE SECOLARE DRLLE F,. — Per semplicitd attribui-
remo alle I, un solo indice e cosl alle o,,, §,,; mentre attribuiremo
due indici alle A,, ,.; e cid faremo ordinando le coppie (mr), (pg)
nel modo seguente:

alla coppia (mr) corrisponde lindice i=(r—1)y+m
» » (pg) . » »  J=@—Dytp
(myp=1,..9; ng=1,..2)

e cosl porremo:
[27] } Amr, ng = k Yq -Aij ' Fmr= Fz‘ 3 Gl O3 pmr == Ba‘ .
Introducendo allora il tempo fiftizio © dato da:

v =kt

e tenendo conto delle [16] o delle [27}, scriveremo le {15] nella forma
geguente

[28] o S +

1 1
+ Yo hit Fytaoty e+ Yo Mg Fyamnyen+ oo+ Yo Ay Ko+ % fi+ W O

Con i coefficienti v, A, che figurano nelle [28] formiamo V'equa-
zlone secolare seguente:

129]
Yiha—u% Yihip NP PR VERRONL % VIR T hig oo Yoo Aay

17 he Yihog™ % e Yooy  Yohot o Today eovevvenen Yo Mot oo Y Py
L Y1 hap Ti ray Yz)\m OV % VNS Yo Rt oo Yo Py — U

Nella matrice ora scritta, di ordine n =y, figurano ® gruppi,
ciaseuno di y colonne (un gruppo per ogni graffa orizzontale) tali che
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le A, di un gruppo sono ordinatemente eguali alle 3, di un altro
gruppo e lindice ¢ dei fattori y di ciascun gruppo & identico per tutti
gli elementi del gruppo. Ora, alla (y+ 1)™* colonna si sostituisca la
differenza fra la medesima moltiplicata per y; e la 1% moltiplicata per
Te- Alla (y+2)™ si sostituisca la medesima moltiplicate per y; e la
seconda moltiplicata per y,; o cosi via; alla (gy + s)"* colonna si so-
stituisea la differenze fra la medesima moltiplicats per y,., e la
{(g — L)y + s]™* moltiplicata per v,. Avremo un’equazione equivalente
alla [29] che scriveremo simbolicamente :

]GE:O

dove ¢ & una matrice quadrats di ordine n ==y,
Nella matrice ¢ operiamo sostituendo, al posto della A" linea
(h < ), la combinazione lineare delle linee:

ey (y+Ryme, (Qy+ kY™, ... [(o6 — 1)y + 2]™,
con i rispettivi coefficienti y, y; ..y, Avremo una nuova equazione:
|B|=0

dove T & sempre una matrice guadrata di ordine == zy, nella quale
perd sono nulli i termini apperfenenti contemporaneamente alle prime
y linee ed alle ultime (7 -—y) colonne; per cui sviluppando secondo
la regola di LaPLacCE, ciodé secondo i minori della matrice rettangolare
formata dalle prime y linee, si ottiene:

130]

qul(qwnyu,i'“d 2V Ma-tigare e 2 Yo Me-tivrt,y

2 Yo Mg-trwan 1 ZHa Ma—tigrn e e 2 Yq Ma-tiyse,y w0
2 Yty 2V e 2Vehwy U

dove le sommatorie sono rispeito all'indice ¢ che va da 1 ad w.
Indicando con P la matrice che si oftiene dalla {80] quando si
omette il termine w, dovunque esso compare, potremo scrivers, tenute
presenti le [27]:
Pe=|Puni sy
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dove:

1
Puv'"‘“ qu)‘(qmnym,v = Equm—nwu, (g~L)y+v ™ 7 T 2 Tunq,vq

perché le % della colonna s in [29] sono le stesse che nella colonna
(s + 7)™ Si ha anche:

'%ave % YeDPuge -

& =

1
[31] Puy = s gTq %Duq@ Qg = -
Ma allora si riconosco in base alla [31] che la matrice P = |[P,,|]
& il prodotto di due altre matrici R e K date rispettivamente da:

R=|iR,||, dove R.,=3y,D,, (rys=1,..%)
g
K=lla.l;

ciod P & il prodotto di una rotazione (perchd tale & R a causa della {6))
per una deformazione pura K (tale in virti della [8)). Quindi l'equa-
zione secolare di P, che & poi la {80], tennto presente il risultato del
paragrafo precedente, ammette y (z— 1) radiel nulle (pit ancora un'’altra
se y & dispari) e poi le altre radici immaginarie pure (2 a 2 coniugate).

§ 6, UxN sSI8TEMA DIFFERENZIALE AUSILIARIO, — Accanto al sistema
[28] consideriamo il sistema ausiliario:

ar’ no 0 o
""&“t"'-" = "{1 l,“ I( i + Ti )\{2 FQ R Ti }\1'3# Fy +

[32] e e +
1
+ Y by F?y—-l):uM +Ya Mz F?y—l)mﬂ At Y by RO, + % B

che differisce dal sistema [28] per Vomissione proprio di quei ter-
P | .
mini = o che contengono le F; a secondo grado. Ora questo sistema
[82], lineare nelle F* soddisfa a tutte le condizioni cui soddisfano i si-
stemi lineari studiati nella nota precedente (*) e ciod:
1°) 11 sistems [32] appartiene alla classe di quelli del Liouvirie
in base all’osservazione fafta in fine del §2).

(") Cfr. P. T'moriravo, Sopra alcunt sistemi differenziali a soluzioni sensibil-
mente costanti, < Acta», Vol. VIII, n, 14, 1944,
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2°) La matrice quadrate formata con i coefficienti delle F, nei
secondi membri della [32], ciod la matrice [17], ha lo stesso rango
della matrice rettangolare [18], ottenuta con Vaggiungere alle colonne
della prime matrice la colonna delle 8.

3% L’equazione secolare delle [32] non & altro che la {80] e por-
tanto ammette soltanto radici nulle oppure immaginarie pure (2 a 2
coniugate),

49 T coefficienti suddetti soddisfano alla condizione del LapscmirTz
in base alle ipotesi significate al § 2 b); per cul potremo sgerivere :

hos®) =N )] > M1, = M LT

e rifenere percidé che, almeno per una durate:
[88] |v—= | < Vk

con k grande a piacere, la variabilith di A, (e cosi dicasi per B,) sia
lentissima rispetto al tempo fttizio v. I assunzione di & molto grande
si ottiene, come si & detio a proposito delle {1}, prendendo gmndl va-
lori iniziali delle velocitd ignorabili.
In base alle circostanze ora riscontrate, sono dunque applicabili al
sistema, [32] i risultati della nota precedente e si potrd concludere che:
a)y Sotto la condizione [33] si pud scrivere per le T® del si-
stema [32] ¢ per le F; del sistema [28)], rispettivamente (*):

[34] Fo=B,+ S H,d'"
g=m+l
[34bis] P*“PO“L?E,,EJGW S g,

%o

dove B, H, Gy, sono note funzioni delle %, P,; m & il numero delle
radici nulle dell’equazione secolare ed u, & una generica radice non
nulla. Come si vede, le T, s riducono alle Fp per T==1,.

b) Tutte le ' sono limitate e, nel caso che l'equazione seco-
lare abbia due sole radici (m =n - 2) non nulle e quindi immaginarie

(4} Cfr, Nota ultimamente citata; formole {24] e [26].
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pure coniugate, le F® si possono conservare futte, per un tempo in-
definito, prossime gnanto si vuole ai valorl assunti inizialmente, previa
opportuna scelta delle condizioni iniziali od in particolare del para-
metro k.

§ 7. Srupro prL sisTEMA [28]. - Pongasi:

T

(36] VO )= 3 G TS anafufud
o, =
L3

dove le G,y sono le stesse cho figurano nelle [84bis} e le ay, non
sono altro che le « a sel indici che figurano nelle [11}; sicchdé la som-

matoria che & sotto il vineolo integrale non & altro che c¢id che di-
venta @, della [11] quando al posto delle I si sostituiscano le fun-

zionl f.
Sia poi I, un numero positivo che superi tutti i moduli seguenti:
[86] [Gogl, 1FL), [am] < T
e sia;
[87] Z =3 |Gyl [tanl

e z il numero dei termini che figurano nella sommatoria [856]; avremo:
(38] Z < zL?
Formiamo poi la scala ricorrente seguente:
(89] P e T 0 4 _%; Y (T, =t T, m 1y
(m=1,2,..00)

e cominciamo ad assumere A=0, il che significa assumere nella [36]
T, come limite inferiore della integrazione [86]. A norma delle {36]
[87] [88], avremo da [39] e [85]:

|y — B0 < %zL*(T— )

essendo #, un esponente immaginario puro.
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Posto allora:

1 1
[40] "’ gL (v —7y) e 5Y
risultera:
[41] [Tt — FO < “é“ Ly < Ly

e pertanto (cfy. [36]):
{41 bis) [T < L(l+y)

Dglla. [39] o [85] segue allora:
T ¥
F(?) F(O) 1 L4 1 2 L % L 2 3
(5 - FO < pelf | (gl dr= 35 [ (L+y)dy < 5 (y+3°+5°)
Tp 4]

Ora, quando si assuma % sufficientemente grande e si tenga pre-
sente lo [38], dalla [40} s1 deduce che.certamente si pud ritenere:

1
[42] y<F

per cui, come gid nella [41]:

[ — T« _]; i%; <Ly ;

e quindi analogamente come per la {41 bis]:
[43} [Feé < L(l+y)

Ma sliora, sempre per la [39] o [8B]:

‘7
[F3 — | « %3L4’[(1+y)"‘d¢'4< Ly
T
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e percid anche |F?| <L (1+y) ed in generale:

(4] B| < Lt g) <o L
D’altra parte, posto:

‘ Ah(m) — Fh(m) . F;,‘(m““ ,

s1 ha:
T

A, = 7];_ 2 Gy TS @ (8, R T 4 A ) iy
To
o per la [44]:
T Y
() 3 i 3 (=1} (1) 31 (m—1) (rr—1)
80 < 5 2T [, ) dey < 5 (8,044,000 | dy
To ‘0

Ora, o norma della [41], tutte le A, sono maggiorate da Ly e
quindi da L; pertanto, se si considera la scala ricorrente:

¥
D""’:%f Don=y gy
0

ove st parte da D™ =T, st avrd che tutti 1 moduli |4,%|, qualunque

sia %, saranno maggiorati da:

(3 w1
59)
D( ’=WL>

e in consegunenza:

D(m+i}+D(m+2) + o<

f

Ma poichs il secondo membro di quest’nltima disnguaglianza tende
& svanire, col crescere indefinito di s, esisterd il limite: ’

L= lim ™

M0
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o questo limite, evidentemente soddisferd 'equazione generica:
45 ot o L, L
[ ] Ly=F; +"j‘c“‘l"i (L, L)

ciod alla stessa equazione [34 bis] cui, per la [38], soddisfa la F; ed
inoltre &i riduce & F® per 7=, Dunque le F; esistono ¢ sono date
dalle L. _

La [45] si presta a valutare la differenze I,-- F¢®. Infatti la [46}
tenute presente la [80] e la [44], diventa:

[46] {F, - F‘0§<?EL4VI.:~_W (per st =7+ V)

con evidente significato di L.

Ma le stime dell’approssimazione di F; ad F nell'intervallo ac-
cennato & suscettibile di affinamento. I si pué assumere inizialmente
piccola quanto si vuole, e d’altra parte, come abbiamo veduto nella
“nots preocedente, si pud mantenere vicina guanto &i vuole al suo valore
iniziale, indipendentemente dal vaelore & e per un tempo grande a
piacers, purché % sia abbastanze grande.

 Percid potremo sempre supporre che in qualunque istante sia:

[47] |F?| <€, con ¢ compreso fra 751? ed &
Da [46] o [47] segue:
[P = | P2+ (B FO)] <24 L-* f}k
ed allora dalla [45] seguird (sempre a norme della [35]):
~FO| < 52 Lz(l/ )V“ Le

con evidente significato di L. Segue da quest'ultime e dalla [47] e [46] 3

L, 1

[48] By = | B+ (B —F )| “Hk"l < - =



172 PONTIFICIA ACADEMIA SCIENTIARVM

per cui, sostituendo nella [45] risulterd finalmente:

| Fyer Fi]<——zL2( ) VE- 2

con evidente significato di L. Questo & il massimo affinamento che
.81 poteva raggiungere nélla valutazione di |F,— F?|.

D’altra parte le funzioni e, G4, congervano per ipotesi le pro-
prietd utilizzate finora, per un tempo qualsiasi.

Possiamo allora iterare il ragionamento partendo da T, anzichd
da 74, mediante il procedimento ricorrente indicato dalle [39], ove
perd adesso si assuma % =1, perché si parte da 7,, e ricaveremo lo
F; soddisfacenti al sistema [28] e tali che per v =7, si riducono ai va-
lori (Fuwr, i quali siamo testé pervenuti partendo da r,. Per la du-
rate |7 — v, |<<V'E, o ciod fino allistante t,=rv,+ 'k, le F;, trovate
In questo secondo intervallo, si manterranno prossime ai rispettivi va~
lori injziali (Fee, E cosi via, iterando per le durate v, —v,= V%, ece.

La funzione F; cost trovate e la corrispondente F?, coincidenti
per T=7,, in seguito al procedimento adottato nel 1° tratto (v, 7,)
differiranno in v, al piti per L,: }F%*; in seguito al procedimento del
2 tratto (v,, 7) differiranno in 7, al pitt del doppio, e cosl in 7y per
il triplo, ecc. Insomma solo dopo un tempo fittizio v — v, =k ciod
un tempo reale ¢ —t, =% (molto grande) la differenza tra F; ed F? sard
al pitt (Lg: VB k?=Ly/V'% (e quindi piceola). Ma i valori ¥ soddi-
sfanc alla [47] per un tempo indefinito e percid sard:

Lig
Byl <ot
V'E
Dungue le F; si conserveranno anch’esse come le F? prossime al
loro (piccolo) valore iniziale (F®).,.

§ 8. GIROBTATO A PITT GIROBOOPT. — Supponiamo di avere un giro-
stato sul quale siano armati pill giroscopi rotanti i cul assi siano so-
lidali con le pareti del girostato. Le coordinate ignorabili sono nul-
I'altro che gli angoli g, 6., di rotazione dei giroscopi; le appariscenti
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Q, Q: Qs non sono altro che i tre angoli euleriani 9 ¢ § formati dagli
assi centrall di tutto il sistema (assi x y 2) con gli assi fissi.

Se M, & la massa totale del sistema, w, la velocita del baricentro,
A, B, C, sono i momenti inerziali centrali di tutbo il sistema e p ¢ #
le componenti rotatorie rispetto agli assi centrali che abbiamo deno-
minato con @ y 2, la forza viva dovuta al solo supporto dei giroscopi
e al solo traseinamento di questi sera:

To= “é (Ao p®+ By g™+ Cyr* o+ My w,7)

Siano ora A, By* Cp* (A*=B,*) 1 momenti inerziali centrali del
giroscopio k™, M, la sua massa ¢ siano invece A, B, C, D, E, I, le sei
coordinate inerziali del medesimo rispetto degli assi xyz ed «,fuvs
1 cogenl degli angoli che il suo asse giroscopico fa con xyz.

Omesgo 'indice &, si trove facilmente:

A=MP+c)+ (1—a®) A%+ a?C¥*; D=beM+ By(A*—C*)

e le analoghe per B, C, T, F, ottenute da quelle gia scritte, mantenendo
ferme le lettere con asterisco e la M, e permutando circolarmente tutie
le altre,

Per mezzo di queste grandezze riuscird di esprimere 'altra seguente :

Pogorilon B Yn

Sy = 2 Mg,
2

T Yir 2| | Tow— Oy, Yoo~ by 2 — C5,
dove my & la massa generica del punto materiale ¢"° appartenente al
giroscopio A™. Come si vede S, & funzione lineare di p ¢r e pertanto
sard funzione lineare delle velocita o'/ 8" {(derivate temporali degli
angoli euleriani).

Indicando con T, la forza viva del moto relativo dei giroscopi
rispetto al girostato, la quale & indipendente da ¢ { 6 e loro derivate
temporali, e tenendo presente l'espressione date poco sopra per T,

gl trova la forz&_ viva totale T':

T=T+T.+38,0¢,.
3
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Siamo cosi in grado di ricavare le equazioni lagrangiane. Quelle
rispetto a 6,6, .. forniscono alfrettanti integrali primi come si & visto
nella [1]; mediante questi ultimi & possibile eliminare e, .. dalle
restanti equazioni lagrangiane, ottenendo cosi le equazioni [2] che
qui, diventano:

d 2T 2T U

& 5q, " g " 2 etag

dove:
Qd:(f.’) Q2=¢: Qa'*“ﬂ

L1 82
Tty 2gE

1 {d 28, 08, 3 .
SeEl E e D Rt
(quest’ultimo risultato in virtt della linearitd delle 8, rispetto alle Q'
e in conformita delle [4]).

Abbiamo dunque 3 coordinate appariscenti (y=3) e supponiamo
di disporre di 3 giroscopi (=3 coordinate ignorabili ¢,). Se per sem-
plicitd immaginiamo che gli assi giroscopici siano paralleli ai tre assi
centrali risulterd (ritornando per un momento & simboleggiare lo F
con doppio indice):

T, o= 0 ~gen Beos g Y+ seng- 0
F,,=senfcosq ¢ + 0 +seng-cos b -8 ¢ 1o giroscopio
F,= —seng.¢ --gengcos .|+ 0
F,= 0 + sen sen d . Y+ cosg O
F,,=—sen¢sen.¢'+ 0 +cos@eos .6} 9o »
¥y, =—cosg <@ cos@oosh -+ 0
F,= 0 + 0 + 0
F,= 0 + 0 —sgen §.6 ge »
¥, = 0 +gen 0. ¢ + 0

Se dunque mel girostato vi fosse un solo giroscopio, il terzo, si
potrebbero desumere 8’/ in funzione di Fyy Fyy (uniche F' che in tal
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caso comparirebbero nel problema). Sarebbe quindi possibile esprimere
le funzioni w, delle [11], per mezzo delle I' ed applicare in conseguenza
tutte le coneclusioni alle quaeli siamo pervenuti nel paragrafo ultimo.
Cosi le Fyy Fyy, ¢ conseguentemente 0 si possono mantenere per
un tempo indefinito prossime ai valori iniziali e gnindi sempre piccole
se inizialmente piccole.

Se invece si dispone di due giroscopi possinmo conservare piccole
tutte e tre le velocith ¢' ' §' e imporre quindi al girostato di muoversi
lentamente, qualunque sis la posizione assunta nel tempo.

Dall’analisi fatta, nulla paraltro risulta circa Yandamento preces-
sionale di uwna o pit Q (Q con segno costante) oppure oscillatorio
(Q' con segno variabile), discriminazione guesta che richiede un esame
pilt approfondito. '

In ogni modo le funzioni I' e quindi le velocitd Q' si possono con-
siderare quasi periodiche, perché la {80], quando si astragga dalle ra-
dici nulle, si riduce nel caso del givostato (y = 3) ad uns equazione di
secondo grado pura. Le velocitd @ si comportano dunque rispetto al
tempo veale f quasi accoppiassero ad una ordinaria variabilits an fre-

. . . ... 2= A
mito di periodo brevissimo W’ dove % & anch’esso variabile.






