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ACADEMIA
SCIENTIARVM

SULLE GONDIZIONI DI VALIDITA
DELLA FORMULA DI GREEN-STOKES GENERALE ()

GIULIO ARUFFO

SvMMARIVM, -~ Auctor demonstrat generalem GrerN-SToxes formulam tunc
tantum valeve, cum codfficientin formae integrandae gradue minoris sunt diffe-
rentiabilia, coéfficientia autem formae gradus majorfs sunt continua. Integrale
auntem theorema Cavcmy deduei potest per formulam Gruen, {inxta viam a
RisMann indicatam) etiam in hypothesi a GOURSAT proposita,

1. — 1 ben noto che il teorema integrale di Caveny per una fan-
zione analitica f(2) di una variabile complessa z=a+éy, pud dedursi im-
mediatamente (con Riesmawy) dalla formula di Greex nel piano, spez-
zando f(z) nella sua parte reale u{x,y) e nella immaginaria v, y).
Tale -dimostrazione necessita non soltanto dell’esistenza delle derivate
parziali di # e v [gid conseguente dall'esistenza di f'(2)], ma anche
della loro continuitd, poich® essa interviene nelle ordinarie formula-
zioni del feorema di GREEN.

D'altronde Goursar ha dimostrato, per altra via, il teorema di
Cavcny medesimo, nella sola ipotesi dell’esistenza di f'(z) (). Tl ra-
gionamento di Goursar sfrutta essenzialmente il fatto che se in un

() Nota presentata dall’Accademico Pontifieio 8. . I'rancesco Severi nella
rinnione del 22 novembre 1951,

Lavoro eseguito nell’Istituto Matematico dell’Universitd di Genova.

{1y Cfr. . Gounsar, Cowrs d&’analyse mathématique. Gauthier-Villars (1948),
Tome II, pag. 4.

1 Adcie, vol. XV.
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punto z, interno al campo di definizione di f(2) esisto f'(z), ivila f(2)
& differenziabile ().

Si riconosce subito che cid implica la differenziabilitd di u(x,y),
v(x,y). Pereio si affaccia spontaneamente la domanda se sia possibile,
imitando il ragionamento di Goursaw, stabilive la formula di Gueex
nelie ipotesi corrispondenti, pitt generali del consueto, e precisamente
ammettendo soltanto la differenziabilita dei coefficientl della forma
differenziale integranda semplicemente, insieme alla continuitd della
funzione integranda doppiamente.

Ansi el si pud chiedere pill in generale se, sotto amaloghe ipotesi,
valgs la formula di GRERN-Soxs
[1] Jore=[dw,

Tx Vhet
essendo o, una forma differenziale esterns di grado % nelle variabili
reali @y, 23, ..., x, (n>k), du, la forma di grado % +1 che si ottiene
con la differenziazione di E. Camrax, V,,, una varietd (k+1)-dimen-
sionale orientata dello spazio euclidec 8, (@, x,,..,x,) e I}y il ciclo
Ie-dimensionale contornante V,,,.

Scopo di questa nota & appunto quello di dare risposta afferma-
tiva al precedente interrogativo, dimostrando il teorema seguente:

La formula {1] sussiste nelle ipotesi che:

1) La varietd orientata V,,., possa considerarsi come una catend
di (k- 1)-simplessi (eventualmente singolari) di classe w=1 (%) dello
spazio 8, e sia V., >, (*);

(1) Diciamo che una funzione di una o pilt variabili (reali o complesse) &
« differenziabile » in un punto P, interno al campo di definizione, quando I'incre-
mento della funzione per uno spostamente da P, ad un punto prossimo I’ diffe-
risce dal differonwziale corrispondente (differenziale totale se trattasi di piu va-
riabili) per un infinitesimo di ordine superiore rispetto alla distanza P, P. Mentre
per le funzioni di una sola variabile (reale o complessa) derivabilith e differen-
ziabilith coincidono, per le funzioni di pitt variabili l'esistenza delle derivate
parziall in Py, non trac seco la differenziabilits in P,; d’aleronde la continuith
delle derivate parziali & pil restrittiva delle differenziabilita. Cfr. I, Smvmnr,
Suila differenziabilitt totlale delle funzioni di pit veriabili reali. «Annali Qi Ma-
matica », Serie IV, Tomo XIII, pag. 1.

(#} Vale a dire trasformati univoei (e non necessariamente binnivoei) dif un
{fe+1)-simplesso reléilines (poliedro elementare) di uno spazio euclideo a +1 dimen-
sioni, essendo di classe w le funzioni che rappresentano la trasformaszione {cfr. n. 3).

(%) Beguendo il simbolisme di ALEXANDER, con la serittura A 5 B intendiamo
esprimerc che la varietd A ha la varieth B come contorno orientato in relazions
positiva con A, Il cicle I' risulta anche esso una catena di k-simplessi di classe .
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2) i coefficient: Ay . o l2y, @,y ., ®,) A w, siano differenziabili
(e quindi continui) in una regione aperia B di 8, contenente V,,,;

3) stano continui in R € coeflicienti della forma dw, (senza che
tali siano di necessitd le singole derivate delle A, . ; che compongono
quet coefficienti).

Nel caso n=2, k=1 (formula di Grmexy nel piano) l'ipotesi 1)
pud anche venir sostituita con quella che la linea clhiusa Iy sia una linea
di Jordan semplice ¢ regolare, socondo proveremo al n. b (1).

Ne segue che la dimostrazione di Rmmaxy del teorema integrale
di Cavony conserva la sua validitd anche nelle condizioni gonerali di
Gloursar,

Osserviamo infine che, sempre con riferimento al caso n=2, k=1,
ung volta provata uelle condizioni dette la formula di Giruen, che
seriveremo :

[(Ade+Bdy)= [[(B,—A,) dzdy D),
v n

possiamo argomentarne che, se lo-funzioni A{x, y), B(x, ) sono dif
ferenzigbili in una regione R semplicemonte connessa od ivi sussiste
Peguaglianza B,==A,, si ha:

f(Adz + Bdy)=0

i
per ogni linea di Jorpan chiusa regolare situata in R. Ne segue
che Adwx+ Bdy 6 differenziale totale della funzione

G (o, ) = [ “(Adw+ By}
(2o Yo

univocamente definita qualunque sia in B Varco regolare di integrazione
che conduce da {m, y,) ad (2 ¥).

Invece Vuguaglianza B,=A,, nella sola ipotesi della continuitd
di A, B insieme all’esistonza delle derivate parziali, non basta a ga-
rantire che A da + B dy sia un differenziale esatto, come ha dimostrato
Torgrorr con un esempio ().

(") Avvertiamo perd che il ragionamonte ivi sviluppato non sembra faeil-
mente generalizzabile gnando ci si ponga in condizioni analoghe per #, k qualungue,
(% Cfr. TousTorr, Recueil mathématigue, Moscou, (2), 9, pag. 461.

"1 deta, val. XV
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Questo fatto mostra che lipotesi 2) nel precedente enunciato ge-
nerale non & sostituibile con la sola ipotesi dell’esistenza delle deri-
vate parziali dei coefficienti della forma .

9, - Proveremo dapprima la {1] nel cago che V,,, sia un simplesso
rettilineo n-dimensionale E,(k+1=n), il cui contorno indicheremo
con €,y

Nel caso presente le forme integrande possono scriversi:

n
W, 4= }T-,-A.,-(.’El gy .’Iﬂ,,,) d:(m_[ T Ligy Lypay ey ',Bm)

[2] '
1 DA,
dwn—-z——jz(_l) ’L‘ d(%i:wﬂ}" y &a)
Per le ipotesi ammesse la funzione:
n vy OA;
i8] _ ¢ (21, mz:'--amn)zéi(" 13 15{7{:

& continua in E, +e,., ed inoltre, essendo P{#,, ..., &, un punto di R
prossimo a P(x,, .., ®,), pud scriversi:

[4]
_ _ 7oA (&, .., o
Ai(a:{,...,m,,):A,-(wi,...,m,,)+'%‘,m~f~£:g{;-——’m") (., — @) + o;{P, Brr

dove le funzioni o,(P,P) sono tali che, fissato ¢ >0 pud trovavsi 5, >0
siffatto che risulti:
Ja{(P, ?}I < g (t=1,2,...,n)

per tutti i punti P aventi da P distanza PP <3, (1)

Sia ora @ un ipercubo contenente I, nel suo interno. Pigaati ad
arbitrio due numeri positivi %, ¢, mediante successive suddivisioni
di Q in ipercubi parziali, possiamo supporre di aver decomposto Q
in & ipercubi QY ..,Q* di massima diasgonale & <) siffatti che in

4} Le funzioni «{P, P) non sono definite per P = P ma quando ci oe-
o 9

covrn considerarle per P = P, intenderemo a (P, P) = hm a;(P P)=0.
PP
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§
ognuna delle A<k regiom =T, . Q° non vuote (e siano quelle
per cui s==1,%2,.., k) esista almeno un punto Y(y: ¥s' ) ¥a') tale
che risulti:
- iB] e (P, Y| < e ((=1,2,..,1)

per ogni P di G ¢ essendo O ).
Sard allora:

B, =Ct+ C* 4 ... + C*, Gy =0 4+ b+ O

v 13
/mu-—i ‘_[dmﬂw-l = zs a[wu-—-i — dmﬂ—l ‘ .
o Gl E, 1 ¢t c*

In ciaseuno dei domini CF4 ¢ possiamo esprimere i coefficienti
di ©,_, mediante la [4] nella quale si scelga P = Y°, cosiccho risulfa:

W )
Gy =5 IZ-Ai(yf, —-~:.%f) (@1 ey Bty Tiay oony "Bn) +

9 n ")A_i?s”_?s)
3 ?z’ %r “““‘“_(‘J%B"“:”dﬂ_ (w:-””yrs)gd(wi: vy Ty TLigys ooy -‘B,,) +

@ . )
+ %f Q{(P,Y‘) . PY‘d(.’Bi, veey Li_ay Ligqgy oy .’Bﬂ) .
D'altronde la {1] applicata nel dominio C*+¢° alle forme elemen-

tari qui di seguito indicate (per le quali la formula stessa pud provarsi
direttemente), da:

[61 fd(‘,’ci? ooy Ly Loty "'}w'»):"ﬂo
CB'
{71 .[-’B,. d(-’Bi, sy Bty Listy oy "Bﬂ) =

(0 per rd=i
T 1) fd (@ g ) =(— 1) O per P
Os

ove con O° si indiea ad un tempo l'ipercubo considerato ¢ la sua
misura.

(1) Cfr. ad es. I, Severt e G. Scorzs Draconi: Lezioni di analisi, Zani-
cholli (1944), vol. IT, Parte T, pag. 366, n. 10, Quanto interessa & ivi dimostrato
nel caso #=—2, ma le considerazioni ivi esposte sono ovviemente di caratters
genorale.
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Tenuto conto delle [6], [7], [B], si ha:

EOAS ey 1Y) i—1 (s
[opm= 328t gy
CS

W ‘
+ 21‘ [P Yoo (P, YO d{ayy ooy @iy Biggy ey By) =

Cs

= QY ey 92 O S PV (Y A oy Bicty Tt oy @)

CS

S1 oftiene cosi:

n
fwﬂ—i -——[dw,,_i»«'—*«» %s"{)(fb’f’ ey yw:s) O’-—j‘dw,,_!
E, c°

e

+

#i—1
roon J— i
+ ?5 %{ Py 0!1;(]?} Yt) d(ml, vy i gy iy ey {B,,)
£

(A

o anche, ricordando le [2], [8] ¢ applicando il teorema della media:

3
(8] j P f Qoumy =2 AP - 9 = 920 oy 27 O

)

e "

5—1
ko ow

+ %s %i P"-{TS ai(P,Y‘i) d(ml, rery a}‘,-_“ -'I!,-.,.“ taey .’Eﬂ)

Cs

con 7%z .., 2,") punto opportuno di C*+ ¢
Per uniforme continuitd di ¢ (@, ..., x,) in K, +e,.,, restringendo
eventualmente X possiamo ottenere che sia:

[9] [P ooy 40 = @ (215 ey 2,5)] < 2 (s==1,2,..,8).

Tenuto conto della [6] e della {97 si ha allova:

./‘ww—[ - [dm«n—i
y,

Cp—y

h __h n t
< & %s(}s"' el/n %slm %1'] [@{Eyy oy @iay @iaas "'1'7’4;)] ’
o

giascché PY" & minore o uguale della diagonale di QF, la quale vale 1 V?hl.,
indicando con £ il late di Q.
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Ora, se Q@ & tutto interno ad E,,¢* sl riduce al contorno di &
e l'ultimo integrale scritto all’estensione di talo contorno, ciod 2nlti—1,
Se invece @' esce fuorl di E,, ¢ comprende une porzione di e,.,,
che indicheremo (insieme alia sua misura) con ¢, .

In ogni caso si pud serivere:

I/wn—i'“./ dwﬂ-—i

;‘
e E,

< £

S %
B, +nd'n S0 12p ety g,
_ 3

HE

e infine, ricordando che la lunghezza I V'n della diagonale di Q

si & assunta < 3,

o fone

Cy—t

<e[B,+ 20 V0 Q+alnre, |,

indicando al solito con T, Q, ¢,_, le estensioni delle varietd omonime.
Stante l'arbitrarietd di e, il primo membro dell’'ultima disegua-

glianza seritta & nullo, come volevamo provare.

3. - Per ginngere alla dimostrazione della formula di Grmen-
Srokes nelle ipotesi generali del n. 1, faremo uso di un cambiamento
di variabili. Oi occorre peveid premetiere il seguento

Lemma: Se

Y [, g,y oy @)
& funzione differenziabile nella regione R e se
(10] Q== 00 (Uy, gy ory Upgn)

sono funzioni di classe w1, le quall pongono una corrispondenza
univoca (non necessariamente biunivoca) tra i punti del simplesso
rettilineo T, + &, (Tﬂ,‘“-a» &) dello spazio euelideo (tg, .., #y,¢) ¢ 1
punti del simplesso (eventualmente singolare) Iy, + (I~ e) ap-
parfenente ad R, allora la funziome:

Ty, g, oy ) = flaeg (g, oy tagy)y oy @y, oy #00)]

riesce differenziabile in ogni punto di Ty, + &.
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(onsideriamo infatti in E,,,+& un punto comunque fissato
Q(%y, ., thayy) ed un punto Q' (2, + Atty, ., Upyy + Attyyy) variabile nel-
Pintorno di Q, ¢ diciamo P (@, ..., 2,), P'(w; + Ay, oy @, + A,) i punti
che le [10] fanno corrispondere rispettivamente a P e I

Per lo ipotesi lo [10] sono differenziabili, e quindi:

kel
[11] Sae= Q) — (Q>_z.f’f‘:§°@. A+ 7,
con:
[12] lim ——-fV =0
: ) ot
Q>Q z Aw?
Inoltre, per la differenziabilith di f(xy, ..., T.):
4 T )
AW =F(Q) - FQ=FE)—fP)=3 of (1_ At o
con
[18] lim ——te =0
PP 2
S.Axt
1

A causa della [11) Vineremento della funzione F(w(, .., #xyy) PUO
seriversi:

Al = ” Df<P) ;’%1 Dmi(Q’)

2 Du Au,.+o¢ii+m=

_ 2 & of(P) 9%(Q) z °f(P) _
_']2,.:.\14 '121 S, Du %i-—ﬂ—»zﬁ 0y =

f (P)

oy 0.

il O
=% G ans 3

i

Ricordando la [12], per dimosirare il lemma siamo ridottl a
provare che:

1‘14] hm ——m I O f

(}l Q k1
- \/2 Au,l
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Ora, so eventualmente accade che in ogni intorno di Q esistono
posizioni di Q's= Q per lo guali si abbia P’=P, quando Q-+Q as
sumendo le dette posizioni si ha costantemente w =0, cosicchd la [14]
5 soddisfatta limitatamente al modo specificato di far tendere Q' a Q.

Escluse codeste posizioni di @, si ha ad un tempo Q'#Q e P'3£P,
onde pud scriversi:

T
) 10} ?" Az
s - P . Tt =
\/ ;,, Awn® '%—1- At E{,. Awu?
- o Ui tagy
Sy .
- n ? T e
o
?1‘ A m:2 ;r A L

Per la [13] e la continuith delle [10] il primo fattore del pro-
dotto ad ultimo membro & infinitesimo per Q'+ Q; per provare la {14]
basters quindi far vedere che in un intorno di @ il secondo fattove
& limitato.

Dalla [11] risulta:

E+1 1O,
) . 0x,(Q) aw, |
|Axy n ou,
e Sy S prr—— +
¥ T+l 1 T+l
\/ S.Au,k \/ S At
7 i
< | 2] - 2x,(Q) - joul
P S 2T, T T

S Ak SoAulk
1 1

L'ultimo addendo &, per la [12], infinitesimo per Q'+Q, mentre
il primo & indipendente da @'; da cid segue la limitatezza del quoziente
a primo membro in un intorno di @, e quindi la tesi.

4, ~ Passiamo ora alla dimostrazione delln [1] nells condizioni
generali. Per le ipotesi fatte al n. 1, &

» . P .

iy 1 . (3]

Vier= zli“s Kiesa Ly=2:a;¢e;
1
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. ) . (i
ove ciascuno degli T2, > el

b un simplesso di classe w1 e ghi a
soino interi, .

Per la linearitd degli operatori che entrano in gioco basterd
provare che la |1} vale por ciascuno dei simplessi . Sopprimendo
'indice #, indicheremo questo semplicemente con L&, , —e,.

ssendo B,,, simplesso di classe % =1, esso pud rappresentarsi
gu un simplesso rettilineo Epyr > dello spazio enclideo (e, %y, oy tyyy)
mediante una trasformazione del tipo [10].

Risulia allora

[15] fwk::f_'rﬁk; fdmk :IEEJ—;

Al I
&y ey, By E

OVE CON Wy, d w, s'indicano le forme differenziali trasformate di oy, oy,
mediante le {10].

Per la nota invarianza della differenziazione di Carraw rispetfo
ai cambiamenti di variabili, risulta dw, = d@,, mentre, per quanto si
& provato al . 3, le forme @,, d@, soddisfano a quelle ipotesi di
differenziabilitd ¢ continuitd dei cocflicienti sotto le quali & valido il
risultato acquisito al n, 2.

jw,‘mfdwkwfdm,‘

Bpyy By

Ne segue:

e quindi per le [15]:

fu.\,‘mfdw,‘ .

&, 1«],‘“

Il teorema onunciato al n. 1 & cosi completamente provato,

b, —~ Terme rimanendo le ipotesi 2) e 3) dell’enunciato al n. 1, dimo-
striamo che la formula di Grery nel piano:

[16] [(Ada +Bdy) = [[(B,~A)dedy ,
¥ . N

sussiste auche se l'ipotesi 1) viene sostituita da quella che y sia una
linea vegolare semplico chivsa di Jordan, circondante il dominio D).
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Dal n. 2 risults intanto la validith della {16} quando y sia un
triangolo tutto intorno alla regione R ¢ D sia la regione friangolave
delimitata da v. K allora ovvio che la [16] stessa continua a valere
quando v sia una poligonale chiusa non intrecciata p tutta interna
ad R e D la regione poligonale delimitata da p.

1 poi noto(!) che nelle ipotesi ammesse per la linea y si pud sce-
gliere su di essa un numero finito di punti P, Py, ey P,z=P, succe-
dentisi nel senso positivo su ¥, in modo tale che la poligonale ps di
vertici consecutivi P; non sia intrecciata, abbia il massimo lato 3* mi-
nore di un segmento comungue prefissato, e che il verso di percorrenza
determinato su py dai punti P, risulti positivo per ps.

Tnoltre, detti D’ e I due qualsiasi domini tali che D’C D < D”
senza che le frontiere abbiano punti a comune, pud trovarsi un 3 tale
che, ogni qualvolta sia ¥ < ¥, risulti D' & < D”, ossendo 5 la re-
gione poligonale delimitata da ps. Seguo da cid che Varea di & tende
all’area di D per 3*-0.

i controlla poi facilmente che, fissato &0 arbifrario, pud trovarsi
un 5.*> 0 tale che, se P ¢ Q sono due qualsiasi punti di v aventi di-
stanza minore di 8% sia: |arco PQ[ <&.(?) Negli enunciati precedenti
si pud pertanto sostituire ovunque la considerazione di 3* con quella
del massimo, 3, degli archi P, Py,,.

Cié premesso, consideriamo in & un dominio D che contenga D
nel suo interno; in base a quel che si & detto per & minore di un
opportuno 3, & & tutta interns a D. Considereremo nel seguito quelle
sole poligonali pp per cui d< 3.

(1) Cfr. I". Smver e G Scorza Dracony, Lazioni di analisi, gia cit., 11, pag. 168,

(®) Bd infatti assunta ’ascissa curvilinea s come parametro su 7, notiamo
cha, nelle ipotesi ammesse, s & funzione univoca del punto P variabile nell’in-
sieme chiuso y. Per provare laffermazions fatta basterd mostrare che tale
funzione & continua (e quindi uniformemente continua} in 7y, e ciod che,
fissato ¢ > 0 arbitrario, ad ogni punso Py{s,) di v pud associarsi un numero pe{P)
tale che a tutti i punti di v interni al cerchio di centra Py e raggio pe(Pg) eor-
rispondano valori di s soddisfacenti la [§-—8,! < ¢, vale a dire costituenti un
intorno ye{P,) di Py sz v. Ora, se cosi non fosse, in ogni cerehio di centro Py
cadrebbero punti di y—+:{P,) e quindi P, medesimo sarebbe punto di - ye{Py)
(insieme chiusc), cosicohd P, proverrebbe oltreché da s,, da qualche valore
di s 8y, contro lipotesi che v sia costituita di punti semplici.
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Per ognuna di esse, secondo si & detto, vale la eguaglianza:

[17] [(Ada + Bdy) ——f[ (Bo—Ay) dady
7§ Jﬁ

Se proveremo che &:

(18} lim [ (A da + de) / (A de + Bdy)
G d) Y
.
[19] 1_m [ (B, —A,) drd?j*—[[ (B,—A,) dy
d

sara stabilita la [16].
- Comineclamo col dimostrare la |18J Indicati genericamente con
Pr(@s, ) 1 vertici di ps o posto:

B == }?h %A(Pu) (oy, Trs)+ B (Pk} (y» - yh—i)é )

risulta:
lim Sy = [} Ade + Bdy!

50 y

onde per provare la {18] basta mostrare che la dlﬂ’eronaa f(A.da:-l—BdJ) Ss
tende a zero per S =0, 75

All’vopo si pud scrivere:
[20]
f (Adw + Bdy) — 8y =3, | j[A@,y) — AP]de + Bl y) ~B(P:)]dy}
' Pg Py Py
ed osservare che, per l'uniforme continuita di A (x,y), B (%, y) in D,
scelto ¢>0 pud trovarsi un §,>0 tale che per 3 <3, le esprossioni in
parentesi quadre nella {20] risultino in valore assoluto minori di ‘JS'T‘
(ove con v s'indica la lunghezza della linea omonima).

Risulta allora:

t { (A da+ Bdyy — S| < 5? Py .
J

IS
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Passiamo a dimostrare la [19]. Detto M il massimo in D della
fanzione continua |B,(wx,y) — A,(x,y)| o fissato e¢>0 arbitrario, siano
D' e D" due domini tali che:

DcDcecD’"c D

scolti in modo che le aree di D' e D" differiscano per meno di i
. . N I
Si & detto che esiste un 3,> 0 tale che per § <3, sla:

Do dcD”.
Indicheremo con Gy il dominio (e la sua area) costituito da tutti
i punti del pianc interni ad uno solo dei due domini D, & e dai loro
punti di accumulazione. Tutti i punti di & sono esterni a D’ ed interni
a D", e pertanto &:

G‘agD”—‘-D’<~£‘ﬁ:~“.

Inoltre:

[ (Bo— Ay dwdy — [[(Bo— A,) dudy| < [ | Bo — &, | dwdy S MGy <2
D SPB Gy

1Y

o con ¢id & provata la [19],
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QUESTIONI ANALITICHE INERENTI AI PROBLEMI
DI STABILITA DELIL’EQUILIBRIO ELASTICO ()

LUIGI BROGLIO

Svamarive, — Ut elastiel asquilibrii instabilitatem in subtilibus strncturis
investiget, Auctor quaerit expressionem tensoris deformationis in elastica re quae
finitis al alio loco in alium translationibus subiciatur, Exhibet deinde expressiones
laboris deformationiz usque ad secundi ordinis términos, quod attinet ad velam
cylindricum, ad quodlibet velum, et ad quodlibet medium tridimensionale.

1. - Una struttura sottile, dotata di curvatura e irrigidita da op-
portuni elementi di riguadro (timpani, centine, ordinate, ecc.) pud, come
& noto, sostenere 3 carichi a guisa di velo o membrana o guscio, ciod
aflessionalmente. Un siffatto comportamento statico consente spessori
minimi con l'ovvia conseguenza perd che laddove il velo risulti com-
presso si verificano condizioni qualitativamente non dissimili da quelle
di una sottile asta caricate di punta. Sorge cosi per molte moderne
strutture (volte-travi, volte di traslazione, ali e fusoliere a guscio dei
velivoli, ecc.) un problema di stabilitd elastica che generalizza gli ana-
loghi piti classicamente acquisiti — nella fattispecie il cilindro circolare
assialmente compresso e il medesimo soggetio & torsione semplice -
sia sotto 'aspetto geometrico, perché dal cilindro circolare si passa
a qualunque tipo di velo continuo, sia sotto il profilo dell’iniziale di-
stribuzione di sforai che, ben pitt complessa della semplice e costante
compressione o del semplice e costante scorrimento, presenta contem-
porance e variabilli da puuto a punto tutte ¢ tre le componenti degli
sforzi a membrana ¢ ¢iod i flussi di tensione normale T, e T, secondo
due direzioni ortogonali e il flusso di taglio S.

(*) Nota presentata dnll’Accademico Pontificio S, E. Gaetano Arturo Crocco
nella rivmione del 22 novembre 1951,

2 Acte, vol. XV,
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In tale ordine di problemi si presenta talora singolarmente effi-
cace, come spesso accade nella trattazione delle pift ribelli questioni
di elasticita, I'impostazione energetica (1), secondo cni in una strut-
tura soggetta agli sforzi a membrana T,, Ty, S e per la quale siano
e, e, gli allungamentl unitari {nelle direzioni Ty, Ty) e w lo scorri-
mento, derivanti da una arbitraria terna congruente u, v. w, di spo-
stamenti, il minimo moltiplicatore critico %, del carico si ottiene mi-
nimizzando rispetto a w, v, w, il rapporto:

Wb

o L(S 5

ove Wi & potenziale elastico corrispondente ail termini del primo
ordine in u, », w, ed L¥, il lavoro degli sforzi moti Ty, T, S, per
offetto dei soli termini di e, e,, w, del secondo ordine in %, ¥, ®.

Poichs il calcolo di W rientra nella ordinaria elasticita lineare,
risulta la importanza del caleolo di L) ciod dei termini di e, ¢, o
del secondo ordine negli spostamenti. Anzi si pud osservare che la
approssimazione fino ai tormini del secondo ordine negli spostamenti
b sufficiente solo per spostamenti infinitesimi, cioé quando sl assuma
la ordinaria impostazione euleriana dei problemi di stabilita. B perd
ben nota (3) la fondamentale osservagione per cui un velo ourvo, per
offetto di spostamenti finiti pud trovarsi in condizioni pift gravi che
per lo imbozzamento incipiente, o ciot sopportare un carico inferiore
allo euleriano. Di qui Vinteresse teorico ed applicativo, per la teoria
gonerate della stabilita dell’equilibrio elastico, di cenoscere Vespres-
sione del tensore della deformazione per un corpo elastico soggetto
a spostamenti finiti. Questo appunto & il problema studiato nella pre-
sente nota.

Nella prima parte del lavoro sono date, in forma adatta alle ap-
plicazioni, le espressioni di e, e;, w, per un velo qualsiasi e per spo-
stamenti finiti, mentre nella seconda parte della nota si & data la

) W. Frueew, Statile und Dynamik der Schalen, Cap. 1X, Springer,
Berlin, 1984; G. XnarL, Moltiplicatore critico di wuna disiribuzione di carico su
una volla auloportante. Nota 1. « Rendiconti Accademia Nazionale dei Lincei»,
1946, vol. 1.

(2) THroDOR VON IKARMAN.
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espressione delle componenti del tensorve delle deformazioni per spo-
stamenti finiti anche nel caso di un mezzo tridimensionale per il quale,
come & noto, la struttura del potenziale elastico per spostamenti finiti
non & peranco del tutte precisata (*).

Vale forse la pena rilevare da ultimo che il metodo geometrico
di cul ci si & giovati nella presente indagine lha carattere di genera-
lith e potrebbe di consegunenza trovare vantaggiosa applicazione allo
studio di svariate altre questioni di meccanica.

2. — Nei problemi della elasticitd gli allungamenti unitari e scor-
rimenti debbono avere espressione cocrente a quella degli sforzi e deb-
bono percid farsi dipendere da ccordinate intrinseche alla strutturs
che si studia. In tale ordine di idee il Love (*) ha calcolato e, €, o,
per un velo qualsiasi, ma limitatamente ai termini del primo ordine
in w, v, w. Il Frieer (*) ha fornito, per il cilindro circolare e, e,
fino ai termini del secondo ordine. Nello stesso ordine di approssima-
ziono il Garwr (*) ha ottenuto, sempre per il velo cilindrico circolare,
tutte o tre le quantitd e,, e,, w. 11 Knrarr, nella nota citata, ha for-
nite le espressioni esplicite di e, e, @ fino ai termini del 2° ordine
nel caso del velo cilindrico quale si voglia.

Come casi particolari si rifrovano, in questa nota, i risultati del
Love e del Krary, non esattamente quelli del Frisar ¢ del Gannx i
quali due ultimi autori hanno assunto una diversa definizione per gli
spostamenti {*).

3. - Considero dapprima un velo cilindrico quale si voglia, sog-
getto a spostamenti finiti, Indice con P e P' le posizioni occupate da
un generico punto del velo prima e dopo la deformazione di questo
ultimo. Lo spostamente (P'—P) abbia compounenti w, v, w secondo la
terna intrinseca in P, costituita dalla generatrice, dalla tangente ¢ dalla

(1) A. SIGNORINI, Recenti progressi della feoric delle frasformaszioni termo-
elastiche finite, « Atti del Convegno Matematico», 8-12 Nov. 1942,

(*) Love AT, H., 4 Preatise On The Mathematical Theory of Flasticity.

(3) Op. cit,

() A. Gawwnr, Premesse analitiche alla stabilite delle wolte awloportanti.
« Rend. Mat. Universith di Roma», 1943,

(*) &. KrALL, op. cif., pag. 1290,

‘2 Adeta, vol. XV,
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normale in P alla divettrice del cilindro. La terna infrinseca sia de-
stra. Volendo studiarve Ja deformazione nell'intorno di P, assumo come
riferimento una terna @, y, # fissa, ciod non vincolata al velo, e ooin-
cidente, per comoditd, con la terna intrinseca in P dianzi descritta.
(31i spostamenti dei punti P, ¢ P,, infinitamente vicini a P nelle di-
rezioni @ ed y, hanno ovviamente, riferiti alle terne intrinseche loeali,
le eomponenti

{1] . w+u da vivde  wtwde
[2] u+%dy v+%dy w+%dy

0 ? o . . .
essendo 55 ™ ¢, {ﬂ;:( ) R ° { rispettivamente curvatura in r

della direttrice ed angolo che la normale in P alla direttrice forma
con una direzione assegnata.

Rispetto la terna fissa a, ,2 le componenti di (P',~P,) sono ancora
date dalle {1} e cosi la componente socondo  di (P'y— P,) & ancora data
dalla prima delle [2]. Poiche, invece, tangente e mormale in P,
sono ruotate di un angolo d} rispetio le analoghe in P, seguo che
le compouenti secondo y e z di (P',—P,) valgono rispettivamente
]

\v +fﬁdy}cosd¢-—\w+-ﬁ dy}sendula e [w +—ﬁdy cos d¢+tv+ Rdy\:‘sendq;.

MTraseurando gli infinitesimi di ordine superiore e ponendo

U=u V,=v W=
(3] % p— W WY
U2='E" Vg b R Wg— R
si conclude che le componenti di (P',~P,)e ai (P, — P;) secondo x, ¥, 2
valgono
w+ U da v+ V, do w+ W, dx
4}

w4+ Ugde v+ Vyda w+ Wyda

Il problema & ridotto ad essere identico a quello in coordinate ocar-
tesiane. Si pud scrivere

(P, —P)=(P, P+ (P, —F)— -1

(P’g - —P’) == (Prg - Pg) + (Pg e P) — (P' - P)
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e ciod 1 vettori (P',—P") e (P',—P") hanno, secondo @, ¥, 2, in base alle [4]
le componenti

(.L + U’.) d-’L‘ V[ dm Wi d(L'
[6]

U, dy (1+Vydy Wody

Si ottengono allors immediatamente gli allungamenti unitari e, e, e
lo scorrimento w;

g T VAT VI WS —d 0 Vi Ui Uk VLV, e WL W,
= VIV WETTE —1 (rey(ire

Naturalmente, per R-oo, le [8] forniscono

m’au_ WD@_ Maw
2“9‘1/’ 2%.@, = ng

e si ha il caso della lastra piana. _

Se, per un velo eilindrico qualsiasi, nelle {7] s1 suppone che le
quantita U,, V,, W,, siano piccole rispetto la unité e tra loro dello
stesso ordine di grandezza, sviluppando in serie le {7] e ricordando
. che per £, n, @ piceoli si ha:

1

V@+E +nf=1+54+ % na——g Enta .,
(8] )
. o)
- arc Sin w == @ 4 —6— + .

si oftengono ¢, €, o in serie di potcnze fino all’ordine di approssi-
mazione desiderato.
Cosl, ad esempio, arrestandosi al termini del 2° ordine, poiché

VTG T =148+ 5

E 4ot

dalle [7] si ricava:

ey == Ui + ';' (‘ViE +W{_2) + ..
9 X
eg :-:Vg 4 —2—' (ng + Ugg) 4
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[10} o= Uy +V)+ [(U1 Uy + V.Vt W W) — (U Vi) U= (U, +V)V,]
cloé
0) == (Uz + V;_} + |W1WQ —_ U{Vl “—U2 Vg] + .0

Le [9] ¢ {10}, naturalmente insieme con le (8], coincidono con i
sisnltati trovati dal Love, per i termini del 1° ordine, e dal Kmavn
per i tormini del 2° ordine, nei lavori citati.

4. - Nel caso di un velo gualsiasi soggetto a spostamenti finiti,
lo formnle precedenti, dalie [4] in poi, valgono integralmente. Si tratta
quindi semplicemente di precisare, per questo problema pitt generale,
le formule corrispondenti alle [8]. Indico ancora con P e P’ le po-
sizioni occupate ds un generico punto del velo prima e dopo la de-
formazione. Lo spostamento (P'— P) abbia componenti u, v, w, secondo
la terna intrinseca in P, costituita dalle tangenti alle due linee « e
di curvatura, e della normale al velo in P. Assumo ancora — per stu-
diare la deformezione nell'intorno di P - come riferimento fisso una
terna a, y, 2 coincidente, per comoditd, con la terna intrinseca in I
ora descritte. Gl spostamenti dei punti P, ¢ I, infinitamente vicini
a P nella direzione # ed y hauno ovviamente, riferiti alle terne in-
trinseche locali, le componenti

r 0 I

, v P agr w+rLda
[17] u+Adw U+Ad{L wiAd:L
o o oy 2 S
[21] ul—de v-!Bdgj 'zo+de
0 2 ) Y i el i
egsendo b—;:( ),-5—{;::( )y Ado=dx, Bdp==dy gh elemenu

lineari sulle due linee di curvatura uscenti da P.

Per ottenere le componenti di (P'¢—P,) ¢ (P, —P,) secondo z,y, #
basta rilevare i coseni direttori delle terne ay, ¥y, #1, Za, ¥s, 7, iDHTIN-
secho in P, o Py, rispetto =, y, 2, secondo la seguente tabella, ove
R, ed R, stanno ad indicare i raggi di curvatura delle sezioni noy-
mali del velo che hanno per tangente in P gli assi @ ed g rispetti-

vamente,
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B o c' s ” z
w1 A% dw | - %0; 1 —-X]—;—dy 0

[11] Yy "AA_B dx 1 0 %dy 1 __f}%
2 —%’? 0 1 0 %‘% 1

Trascurando gli infinitesimi di ordine superiore e ponendo

o’ A w A v w W
Ur=grggv—g Vim—ypurgs Wisgty
3] o . .
: U ! v w v w
Ur=gmaptt Vemaptty R VTR YD

si ottengono nuovamente le formule [4] e quindi tutte le seguenti fino
alle [10] incluse.

In particolare, dalle [7] e [3'] si ottengono gli allongamenti uni-
tari e, €, ¢ lo scorrimento w per un velo gualsiasi ¢ spostamenti

finiti:
' i& w\2 (-v_' A_ Pl —?J—U—,z-——l
YABYTR) Y\a TAB™ *‘(T%”}*A

312\/ il

1+3

- \/( B B By
= TAB 'S R2)+( ) (“’B“"“KE”_

e ian M e e i)

v5)
. B

(Lte)(L+e,)

Tu base alle [9], [10] e {8'] i termini di ¢, e;, @ del 2° ordine valgono:

0¥ = 1( Ay ﬁ.+£2
g \A A" Y\’ Ta)

= L _ BN (v N
e\ TasY T\ ®TE)

191
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Per i voli nei quali sia nulla la derivate logaritmica di A secondo {
o di B secondo  si ha, piit semplicemente:

£ = o (3’_)2 v ('“' v }i’ﬁ

- g\E) R TR
' o Lifay (v WY
o= )2

1 () — _.t_{_ ILPL .._?_)__ w, __(_‘tfi__l.{}_ Ei...,. .i_)......_ w_ }_‘t’-
(107 e (RﬁA)(Rz*B) K B.JA (B R)B ‘

5. — Nel caso infine di un mezzo tridimensionale soggetto & sposta-
menti finiti, non si tratta che di ripetere, generalizzandole, le considera-
zioni precedenti. Indico ancora con P e P’ lo posizioni occupate da un
punto del mezzo prima e dopo la deformazione. Lo spostamento P'— P
abbia componenti u, v, w secondo la terna intrinseca in P costituita dalle
tangenti in P alle tre linee coordinate 2, 3,7 del sistema di coordinate
curvilinee generali alle quali il mezzo si intende viferito. Per studiare
la deformazione nello intorno di P, assumo ancora como riferimento
una terna destra x,y,z fissa e coincidente, per comoditd con la terna
intrinsecs in P dianzi deseritta. Gli sposta.menti dei punti B, P, Py
infinitamente vicini a P nelle direzioni #,y,z hanno ovviamente, rife-
riti alle torne intrinseche locali, le componenti:

w v w'
u+K~dm v+—1~{dw w+—j’:da:
i 1'1" ?.-7 'Ml)
[1"} u+wA—dy v+—]—3ndy w+li§mdy
u:i: ,Uti: w:i:
u-l-ﬁdz u+wcwdz w-u-é—dz

essgndo 5% =(); 3)2[’3 =( ) —%::( Y o Ada=dwx, Bdd=dy;
Cdy =dz gli elements Yineari sulle tre linee coordinate uscenii da P,
Per ottenere lo componenti di (', —P,), (P, —Py), (P's— Ps) secondo
2,y,2 basta rilevare i coseni direttori delle terne @, Y121, @z¥z e TslYs s
(intrinseche in P, P, Py) rispetto x,y,2 secondo la seguente tabella
in cui, ad esempio, 7y rappresenta il raggio di curvatura in P della
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sezione normale alla superficie {==cost che ha in P per tangente

l'asse z.
@ # % g e e wy wo| o -
o 1 % 4w 4y g 1o | %
g3 T34 Pyo Pis
12 ; d z
A2 de ) g L g L) o |1 | &
Tey Pig Pie Pag
o L 1 o [ W |4y
a1 T3e P43 o3

Trascurando gli infinitesimi di ordine superiore e ponendo

o' ? w TR wo 1w
U,me — = e o Vo e e — W, = B
A Toy Ty i 79y A ' "33
. ) ) » w0 W v i
I_d”_l U2 -5 -B"' + V‘z = e —3" e \Ve = '- 1
Pz P 1 Pag Py B
ES <k o
w W v w 7 W
Ua'-—:"”(“‘" + - V;;ﬂ-@-" + o nﬂ——‘——".“"'i-—o“
Y P11 Taa Tig ¥ag

si conclude che le componenti di (P, —P,), (P's—Py), (;—Py) se-
condo «,y,z valgono

w+ U dx v+ Vyde w+ W, dx
(4] w+ Uy dy v+ Vydy w + Wody

w4+ Usde v+ V,dz w+ Wids

3

Tl problema & ancora una volta ricondotto ad essere come so il
mezzo fosse riferito a coordinate cartesiane ordinarie.
Con il solito ragionamento si conciude che le componenti di
(P, —~P) (P, —P) (P —P" secondo a,y, z valgono:
(1+U,)d V,dx W, de
{6"] U, dy {1+ V,)dy W, dy
U, dz V.dz (1+ Wy)dz
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cosicchd 1 tre allungamenti e;,e,,e; ed i tre scorrimenti w,, ws, oy
valgono:

[7"]
b= VT4 U+ VE+WE -1 sino= YE ot +(]:U_: :J; (I-]-V:Za) e
P 3

v VTV FTTIWIT —1  sin ag= s ”P(;Ut E; 2‘1‘:*2’) +Wo W,
re (e

. U+ V,+ U, U4V, Vot W, W,
mi/ W 2 % W — i :--—E———- = 12 L2 2 :
ey == V(L4 W) + U+ VP =1 sinoyg (LT+e,) (1+e)

ConcrusioNs. — Le formule {7”] forniscono le sei componenti del
tensore delle deformazioni in un punto gualsiasi di un mezzo elastico
tridimensionale soggetto a spostamenti finiti. Le formule [7'] partico-
larizzano il risultato stesso per un mezzo bidimensionale soggetto a
spostamenti finiti, Tall risultati possono utilizzarsi, come detto al n.1,
per lo studio della stabilitd elastica di strutture complesse quali le
grandi coperture ¢ le ali ¢ le fusoliere a guscio dei moderni velivoli.
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ACADEMIA
SCIENTIARVM

NOTIZIE SUL GESUITA CRISTOFORO BORRI

E SU SUE “INVENTIONI” DA CARTE FINORA

SCONOSCIUTE DI PIETRO DELLA VALLE,
IL PELLEGRINO )

ANGELO MERCATI

Accademico Pontificio Soprennumerario

SYMMARIVM, ~ E documentis, adhue penitus ignotis, tabularii Della Valle-
Del Bufalo, quae anmo 1947 Vaticano Tabulario concredita sunt, compleres signi-
ficantur notitiae de Christophori Borri 8. I. (1583-1682) mediolanensis, scientifica
opera et herveditate, quas notitias tradidit celeberrimus ille peregrinator et doctox
Petrus Della Valle, cui agnomen Peregrinus.

Da Goa, ove era arrivato '8 di aprile del 1623, il noto viag-
giatore PieTRo DELLA Varre (Y) indirizzava i1 97 dello stesso mese
all'amico Mario Schipano a Napoli una lettera, nella quale narrava
le sue avventure dal 23 marzo precedente (*) e, riferendogli delle
persone vedute «nel convento della casa professa» di quei Gesuit,
seriveva: « Trovai quivi molti padri iteliani, della qual nazione la
Compagnia si serve assai, e particolarmente molto nelle missioni di

(*) Nota presentata il 13.JTL.1951,

{1} Nato in Roma 11 aprile 1686 : parti per ’Oriente nel 1614 o rientrd a
Roma il 28 warzo 1626, morendovi il 20 aprile 1852 (Bnciclopedia #laliana,
XII, Bb9). V. ora R. ALMAGIA, Per una conoscenzt pits completa della figura e del-
Uopera di Pietro della Valle, in « Rendiconti» della classe di scienze morali, sto-
riche e filologiche dell'Accademia nazionaie dei Lincei, « Atti», sexie VIIL, vol. VI
(1951), 875-381, ove comunicazioni dal fondo della Valle del Bufalo,

(® B stampata nella Parfe terza dei Viaggi di¢ Pietro della Valle il Pelle-
grino, L'India ed il ritorno in patria (v. 'edizione @i Brighton [ma realmente
Torino] 1843, II, 576-600).

8 Acta, vol. XV,



26 PONTIFICIA ACADEMIA SCIENTIARVM

Uina, GHappone, India ed altri luoghi &’ Oriente, onde, oltre i due
gia nominati [Antonio Schipano e Vincenzo Sorrentino d’Ischia)],
trovai d'Ttaliani il padre Cristoforo Boro milanese detto Brono in
India, per non offender le orecchie Portoghesi con la voce boro che
in lor lingua non suonsa bene (*), il quale con un gran matematico,
e fu poi anco mio confessore, 1l padre Giuliano Baldinotti pistoiese (*),
giovane destinato in Giappone, verso dove poi andai» (%), Il Boui,
nato & Milano nel 1583 ed entrato nella Compagnia di Gesl il 16 set-
tembre 1601, andd missionario nell’India, dove fu uno del primi a
penctrare mella Cocineina, in cui dimord cingue anni (1616-1622),
dandone in seguito una Relatione molto interessante dedicata ad
Urbano VIII, che fu stampata in Roma nel 1631 (%): nel 1624 ritornd

{3} Borro in portoghese vuol dirc montone fra uno o due anni e durro, in-
vece, asino.

() Della nota famiglia pistoiese, nato nol 1691 ed entrato nelia Compagnia
di Gestt nel 1609, partl per ia Cocincina nel 1621, andd nel Tonclino dando una
Relatione di queste suro viaggio (v. R. STRmIT, Bibliotheco missionum, V, Aachen
1929, 588-590, ni 1622, 1626, 1631) o mori a Macao nel 1681 (G. M, Maz2UCHBLLT,
Gli serittort d'Italia, 11 1, Brescia 1768, 1415 C. BOMMBRVOGREL, Bibliothéque de la
Compagnic de Jésus: Bibliographie, 1, Bruxelles — Paris 1890, 828; H. Con-
DIER, Bibliotheea Indosinica, III, Paris 1914, 1916 5.). V. pu di lui il cap. 40
del libro quarto dells Cing di D. Bartoli,

) Viaggi, od. eit., loc. eit., 537, Cosl in tutte le edizioni, ma il teste, che
sintatticaments non corre, & certamente guasto (come ha notato G. Gaprigni,
Un anonimo «gesuita portoghese» del carteggio galileiano ora identificate, in
Atti della reale accademia d'Italia, Rendiconti, serie sottima, 11T {1948|, 103-109,
p. 108 in nota 8 di p. 107) e credo che debbs restitnivsi cosi: «il quale & un
gran matematico ¢ fu pei anco mio confogsore, & il padre Giuliano Baldinotti
pistoiese, giovane destinato in Giappone, verso dove », ma non saprei come
corveggere qui: ad ogni modo il «poi andai» non va, perchd il deila Valle non
andd mai in Giappone, nd in quei vepti giorni georsi dail’8 al 97 aprile 1623
egli si allentand da Goa.

(%) Relatione della nuova missione delli PP. della Compagnia di Giesu, al
regno della Cocincina, scritia dal Padre Christofore Borri Milanese della mede-
sima Compagnic, che i uno de primi ehlentrorono in detio Regno, che, ripub-
blicate nel testo itaiiano a Parma nel 1631 {nella parts seconda di I Genio Va-
gante del conte A. degli Anzi), b stata tradotta in fiammingo {Lovanio 1631),
francese (Rennes 1681), latino (Vienna 1638}, inglese {1693 od altre edizioni dei
1704, 1782, 1744, 1752, 1808) e tedesco (Vienna 1633, Berlino 1763 e Lipsia 1490:
v. SOMMBRVOGEL, op. cit., 1821 s.; STREIT, Op. eit., I, Minster i. W, 1916, 815,
n® 716; 341, no® 760; 484, n°® 1001; 547, n° 1067; V, 1929, ni 5J0-093; British
Museum, Genreral Catalogue of printed books, XXII, London and Beecles 1988,
762: CoRDIER, loc. cit., 1917-19.
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in Buropa passando a insegnare matematiche a Coimbra e Lishona,
donde nel 1630 venno a Roma, dove, uscito dalla Compagnia di Gesly,
entrd fra i Cisterciensi e morl nel 1632 (7). « I aurait découvert un
moyen de déterminer les longitudes par la déclination de l'aiguille
aimantde et aurait 6té le premier A marguer graphiguement ces décli-
nations sur les cartes» (¥). Ora nell’Archivio della Valle-del Bufalo,
affidato nel 1947 allArchivio Vaticano dai duchi Rivera, ho trovato
diverse carte di Pietro della Valle, che riguardano il Borri e che
per i molti particolari nuovi che comunicano vale la pena di ripro-
durre anche se si incontreranno ripetizioni e se lo scrittore sia molto
prolisso.

Nel n® 52 si trova la seguente lettera «del Sigt Ingoli (%) a

(") Borri, Borrus, Burrus: SOMMERVOGEL, 0p. cit., I, 1821 &, e VIII, 1878;
J. v Canvaune, Galilen e a culfura porluguesa Sug eontempordnea, in Biblos
(Revista da facullade de Ietras da universidade de Coimbra), XIX {1948), 399-482,
pp. 404-411 6 423-438 ; A. vw Bin in Dictionnaire d* histoire el de géographie ecclésiasti-
ques, IX, Paris 1937, 1279 s, Presso GApBLY, loe, cit., 106 nota, vedi altre indica-
zioni bibliografiche del P. Lamalle, che vi spiega anche il metodo borrianc per
fissare le longitudini. - I1 capitolo 158 del iibro terze della Cing di DAWIRLLO
BARTOLI  intitolato: « Fine infelice di C. Borro, licenziato dalla Compagnia ».

®) nm B, loc. cit. Il dofto contemporaneo Loone Allacei cosi ne serive:
« Seripsit prasterea de Arfe mavigandi opus eactissimum. In quo scopus Aue-
tors fuit artem a se primo inventam patefaciendi, ac demonstrandi uti certissi-
mam, qua in quovis maris situ wnusquisque gradum longidudinis infallibiliter
posset invenire, rem navigantibus summopsre necessariam, qurod etiam nt melius
pateret usui, Chartas, quas vocant navigandi, plenas orroribas, correxit, et
emendavit, addiditque o Lunaribus Boclipsibus aliisque Mathoematicis observa-
tionibug, ab eodem summo studio elucubratis distantias locorum, Id ut melius
succederet, instrumentum ex meotallo confectum excogitavit, obtulitque acerrimo
judici, et aestimatori integerrimo. Visum placuit, dignumque indicatum est,
quod in tanti Principis {Urbano VIII] manibus renatum, Naugnomonis nomen ab
codem haberet, ot viveret» (L. ALnarius, Apes Urbanae, Romae 1653, 66).

{?) Ingoli Francesco nato a Ravenna 91 navembre 1578, 1 a Roma 29 aprile
(nel Necrologium romanum dol GALLETTI, Cod. Vatic, lat, 7680, f. 11B la data &
il 24 aprile) 1649 e sepolto a 8, Andrea delia Valle, nominato da Gregorio XV
Segretario della S, Congregazione di Propaganda T'ide novellamente fondata du-
randovi fino alla morto o rendendosi molto benemerito delle missioni {P. P. &1-
NANKRI, Memorie storico-crifiche degli scritfori Ravennati, I, Faenza 1769, 437-
442 L. voM Pastoxr, Steria dei Papi, XIII, Roma 1931, ai inoghi eegnali nel-
Pindice a p. 1084 e XIV 1, Roma 1982, 146. Tra anche segrotario della Congre-
gazione cerimoniale e fu lui che persuase Urbano VIII a dave ai cardinail il
titolo & Hminenza {GINANNE, foc. cit., 488: v, cirea Ia attribuzione del titolo
vox Pagror, loc. eit., 71B).
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me» vi annota il della Valle, «Per gli libri del Padre Borro in
nome del Sig.” Card. Barberino () »:

Ilme Sigr mio Oss™

Il Sig’ Card. Barbarino padrone hi ordinato, che V. 8. I1].me
procuri 1i libri del padre Borri, delli quali habbiamo hoggi parlato
insieme, e che si compiaceia di portarli & S. Emza, la quale dara
poi quegl'ordini che pareranno necossarij per servitio publico, et con
questo a V. §. IIl.™ bacio humilmente le mani. Di casa 11 19 Mag-
gio 1632,

Di V. 5 TLm
Divotiss.® servitor

Trancesco Ingoli
Al e anio Sig.* essme

I Sig. Pietro della Valle

Vieno poi la risposta del della Valle:

« Al Sig.! Ingoli. Ricordo di Pietro Della Valle. Per lo libro della
Hidrografia in Portoghese (**). In Roma 21 Maggio 1632.

Fra i libri stampati del Padre Borro ce n’é uno in lingua Por-
toghese intitolato Iidrografia, overo Exame de Pilotes, qualo in Por-
togallo & libro ordinario: ma qui, dove libri di Spagna rari ne ven-
gono, non si trova, et havendolo io molte volte cercato, non ho mai po-
tuto haverlo. Questo libro contiene cose buonissime per la navigatione,

(19 1l cardinale’ Antonio Barberini seniove, cappuccino, fondatore del colie-
gio o chiesa di Propaganda Fide, | 11 settembre 1646 : v. Dictionnaire cit. d’hist.
et de gdogr. ecclds., VI, 640 s.

(1Y) Nessuno dei bio-bibliografi del Borri (Allacel, Alegambe, Southwell,
Argelati, Mazzuchelli, Sommervogel) eonosce quest’opera, che non ho trovato
elencata in nessun cabalogo degli stampati di biblioteche. Il Pellegrino fu in
Persia negli anni 1617-1621 e il Borri fu in Portogello, a guanto se ne sa, solo
dopo il 1624 e non si capisce come prima del 1618 abbia potuto pubblicare
un'opera in portoghese. Forse lo memoria gui he servito male il delia Valle fa-
cendogli attribnire al Borri quel trastato di idrografin datogli in Persia da quel
portoghese che invece era d’altro autore, che io non sono riuscito a identificare.
Noto perd che nel capitolo V della sua arfe de navegar il Borri serive: «Navegar
ou demarcar, o que na lingua grege e latina chamam Hidrografia...» (p. 17 del-
’edizione notata gqui sotto a nota 18).
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e fra le altre, vi sono in esso i semi della inventione del Padre
Borro de’ i gradi della longitudine, cosa in mare importantissima.
E dico, che in questo libro vi & non la inventione di questa cosa
tanto neccessaria, ma solo 1 semi di essa, e certi principij, da 1 guali,
e sopra i quali speculando, e bene operando, a mio giudicio, si
sarehbe per aventura potuta trovare. Di che io mi accorsi, leggendo
questo libro in Persia, dove da un Portoghese mi fu prestato, molto
prima che io vedessi mai il Padre Borro; e fin d’all’hora hebbi
animo e desiderio di provare a travagliarmi per trovar questa si
bella inventione, ma non lo potei fare perchd non haveva appresso
di me ne carta da navigare, ne istrumenti nautici, ne libri, con che
potermi aitare; e mi trovava in terrs lontano assai dal mare, dove
ne anche poteva far di mare sperienza alcuna. Quando poi in India
il Padre Borro mi comunicd questa sua inventione, da lui gid tro-
vata, se ben solo theoricamente allhora, e non ancor comprobata,
come poi fece nel viaggio verso Portogallo, con le sperienze, 10 su-
bito gh dissi, che m questo libro ve ne erano aleuni lumi, dietro a
i quali io ancora haveva havuto animo di andarla ricercando (*); et egli
liberamente mi confessd che era vero, e che sopra quelli principij ha-
veva esso speculato e trovatala. Mi comunicd anche il modo ¢o 'l quale
haveva proceduto nella speculatione, ¢ le ragioni ot i fondamenti che ci
haveva. Venuto dopo & Roma, qui ancora mi ha comunicato tutte le spe-
vienze, che nell'ultimo suo viaggio ne ha fatte, o come, et in qual ma-
piera ha comprobato con esse tutta questa arte, della quale hé seritto il
suo bel libro; quali cose tutte mi son parute sempre buonissime, eccel-
lentissime, e quelle stesse in somma, che io haveva in animo di
operare al medesimo fine. Si che essendo questo libro stampato della
Hidrografia cosi buono, o dilettandomi io grandemente di questa arte
nautica, della quale Dio gratia ho tanta cognitione, e per theorica,
e per prattica, che forse in Italia non cedo a niuno altro; e sopra
tutto questa si bella inventione del Padre Borro, per havermela esso
tante volte & cosl a minuto comunicata, essendo io per aventura pih
d'ogni altro atto a poterla pratticare, quando bisognasse, desidererel
sommamente di haver questo libro stampato della Hidrografia; pero
se co’l favore di V.8, in qualche modo si potesse fare, che i Padri

{(*) Potrebbe anche leggersi criunendo»,

*3  Acte, vol, XV.
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di San Vito (**), o chi haverd le robbe del Padre Borro, me ne voles-
sero favorire, pagandoglielo, mi sarebbe sommo favore; gik che di
guesti libri qui non ce ne &, ¢ per farmelo venire da Portogallo, non
ho corrispondenza alcuns in quei paesi».

Tndi aneora un’informazione per V'Ingoli:

« Al Signor Ingoli Informatione mia de gii seritti del Padre Borro
per darsi al Signor Cardinal Barberino. In Roma 21 wmaggio 1632,

Delle seritture e robbe, che son rimaste del Padre Borro, e che
si son trovate appresso di lui, se ne fece inventario, di oxdine di
Monsig.” Torniello (**), da Giovanni Magrino Notaro di Roma ('),

(**) T.a chiesa di §* Vito in Roma presso I'arco di Gallieno suili’Esqguilino,
che Sisto V aveva assegnata alle Monache Cisterciensi, trasferite poi a 8. Susan-
na, succedendo loro il procuratore generale dei Cisterciensi, presso i quaiisi era
da ultimo ritivato if Borri {A. Nispy, Roma nell'anne MDCCCXXXVIL, parte
prima moderng, Roma 1889, 760; M. ARMBLLINL - C. OrocusnLy, Le chicse di
Roma, Roma 1942, 1002 &.).

(*3) Non sard 1'Ottavio Tornielli della famiglia comitale novarese, che il 28
ottobre 1623 prese possesso d’un beneficio nella basilica di 8. Pietro, diventan-
done canonico 1’11 giugno 1624 succedendogli poi per morte un altro il 28 agosto
1660 (I. GriManDy, Descendentioe canoricorum ece. della basilica Vaticana, in
Cod. Vatic. lat. 10171, ff. 167 & 111), mentre nel Necrologic romano del GArL-
perr1, Cod, Vatic. lat. 7882, f. 1B, & yiferito da un awvise di Roma del 28 luglio
1650 che il martedi (ciod il 19) precedente il conte Tornielli canonico di 8. Pietro
morto a 80 anni fu seppellito a S. Carlo de’ Catinari, ove in fatti lo ricor da
ann iscrizione data de V. FPoncsLLa, Iscrizioni delle chiese... di Roma, ViI, Roma
1876, 274, nella quale perd gli si danno s0li 8 anni, ma 'altro Tornielli An-
tonio, che, vicegerente del cardinale vicario di Roma (non del governatore, come
b detto da G, Ravizea, in La Novara sacra del ven. vescovo C. Descapé fradotta,
Novara 1878, 436 ¢ ripetuto da A. Vierio, Il palazso della banca popolare di
Novara, in Bollettine storico per la provincia di Novera, XVI [1922], fasc. I,
18, nota 3), fu creato il 15 dicembre 1636 vescovo dolla patria Novara e morirh
in Roma il 4 marzo 1650 venendo seppellito provvisoriamente a S, Maria in
Aquiro (Neerologio cit. del GaLLgrri, loc. cit., f. 6) o definitivamentoe nella cat-
tedrale di Novara; fu anche referendario wiriusque Signaturae (B, Karrurnacy,
Beferendarit . 8. eco. in Sussidi per la oonsultazione dell' Archivio Vaticano,
II, Citth del Vaticano 1981, 260, 274, 808) e fu in casa di lui vicegerente, come
esporrd il della Valle nella lettera al re di Portogallo, che il Borri fu colto dal
malore che lo condusse rapidamente lla morte: si comprende bene come Pordine
di fare l'inventario delle cosc sue venisse da lui, appunto perché vicegerente.

(1) Notaio all’ufficio quarto del tribunale della romana Rota dal 1610 al
1641 (A. Francois, flenco di notari che rogarono atti in Roma dal secolo XIV
all’annc 1686, Roma 1886, b).
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che si trovd presente alla sus morte, chinmatovi per fare il testa-
mento, quale haveva comineiato a serivere, ma non poté finirlo, Pero
egli, et altri che vi erano presenti, sentirono dal Padre molte cose a
bocea delle sua intentione, ¢ bisognando, ne potranno far fede.

De gli seritti, che si trovarono, e che furono messi nell’inven-
tario, due sono di momento, eioé

Un libro manuscrittc De tribus Caelis, (**) molte meglio aggiu-
stato, e pilt corretto di quello, che, messo insieme di varie sue
lettioni, fi stampato gis in Ispagna da un suc scolare, et

Un trattato a Nostro Signore di cose appartenenti alla Congre-
gatione de Propagauda fide, per 1'India Orientale (**), e per altri
posti; quale adesso haveva finito, e lo comunicd con me, e certo &

(1) ¥1 SOMMERVOGEL, loc. cit,, 1B21 sotto il n® 2 nota: « Docirina de fribus
Coelis, Aereo, Syderco el Empireo, opus Astronomis, Philosoplis et Theologis
Favens, Ulyssipone, por Alvar, Ferrerum 1641 (?) 4°», che per la date non potd
essere nota al della Valle, poil « Collecia astronomica ex doctrina I'. Chr, Borri...
de tribus Coelis... Jussu et studio domini D, Gregorii da Castelbranco... Ulyssi-
pone, apud Matthinm Rodrigues MDCXXXI s, ricordando poscla ua codice per-
siano della Biblioteca Vaticana contenente la versione in persinno ad opera del
della Valle iz Goa I'anno 1624 di nn compendio Jatine «d’un trattato del Padre
Cliristoforo Borro Giesuite della nuova costitutione del mondo secondo Tichore
Brahe o gli altri astrologi moderni», come suona la traduzioue italiana fattane
dallo stesso della Valle a Roma nel 1631 (vedi T. Reossy, Elenco dei manoscritéi
persiani della Biblioteca Vaticana [Studi e Testi, 136], Citth del Vaticano 1948,
85 s, ma v. gia A. Ma1, Seriptorum velerum nove collectio, IV, Romae 1831, 633,
' IX o X dei codices persici Dbiblioth. Valicanae indicato semplicemente con
t. IV n. IX in Soumervoenn ¢ da Hanrie, in The catholic Encyclopedia, 11,
New York 1902, 685). 11 confratello del Borri, padre Domenico le Jeune - homme,
che parti per le missioni nel 1627 (Sommmrvoern, op. cit., IV, 789), scrisse in
quel medesimo anno che il Borri « inventa une opinion toushant les cieux gu'ils
estoient liquides; et qu'il n’y avoit que trois cieux, nn que nous appelons air
I’autre pour les plandtes ou estoiles, et l’autre smpyrée; ce gqui desplut grande-
ment & Rome du temps du P, Clande Aquaviva [cho fu generale della Compagnia
di Gesh dal 19 febbraio 1581 alla morte avvenuta il 81 gennaio 1615: fu dunque
guello del Borri un lavoro giovanile]: dont il en tira une penitence ot un petit
mot au bout. Depuis ¢ temps-14, il a ancore tronvé le moyen de cognoistre los
distances de longitude de 1'Orient & 1"Occident, et une fagon nouvelle pour
mieux naviguer, ce qui aura, comme on creit, par fcy {serive da Lisbona]
grande vogues (presso SOMMERVOGEL, op. cit. I, 1820 ¢ GanrizLs, loe. eit,, 108},

{19) Nell’Archivio di Propaganda Fide & una Informatione del P. Christoforo
Borro giesuita a 8. 8. d'una nuova India per poter in quella con sua autorita 4posio-
lica mandar a piantare, e propagare la Santa Fede & petitione della Santa Congrega-
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cosa molto degna, che Nostro Signore lo veda, ¢ lo consideri bene,
e della maggior parte delle cose che scrive in esso, 1o ancora SOl
tostimonio di vedute. Ma bisogna avertire, che di guesto ce n'é due
copie; una di sua mano, che fu il primo sbozzo, et & il manco ag-
giustato, perchd nel correggerlo molte cose ne levd, molte ne aggiunse,
ot & ancora pit difficile ad intendere per le molte cassature e rimesse,
che vi sono; Valtro & pil facile, e pili aggiustato, di mano di’ un
copista: ma il Padre mi disse, che il copista in questo haveva fatto
degli errori, per non havere in qualche luogo intoso bene il suo carat-
tere, perd con laltro originale di sua mano si potranno correggere;
ot io, che insieme co’l Padre stesso ho letto pit volte e discusso
Voriginale, lo potrei far facilmente.

Queste due cose, ciod il libro de tribus Caelis, ¢'l trattalo a
Nostro Signore dell’India ete., insieme con certe altre bagattelle che 1
parvero, se le ha preso il Padre Maestro di Sacro Palazzo (*7), che
fu a visitare i libri e scritture del Padre Borro listesso giorno poco
dopo che ne fu fatto I'inventario; ma peré ne ha fatto ricevuta alli
Padri di San Vito, che le havevano in raano.

Oltra di questo, e di tutto quello, che nell'inventario si contiene,
delle cose del Padre Borro ne mancano tre prineipali, che non sono
state poste nell’inventario, perché non si trovarono appresso di lui,
che erano in mano di altri, ¢ sono le infrascritte.

Un libro della navigatione (*¥) manoscritto, da lui composto, con la
sua inventions di sapere i gradi della longitudine in qualsivogha
luogo del mare; nel qual libro insegna e dichiara questa arte e tutti

tione de Cardinali de propaganda fide, che dev’essere Ia gerittura qui indicata
dal delln Valle o della quale I'ALnacer, loe, eit., serive: «seripsit item Relatione
& suw Santita delle cose dell India Orientale, del Giappone, della China, dedl’ Btio-
pia, dell’ Isola di 8. Lorenzo, del Regno di Monomotapa, ¢ della terra incoghifa
Australe, Qua Sacra Congregatio de Fide propaganda melinsg illis popuiis consulere
possat» : vedi J. ScuMmipLiN, Die erslen Madagaskarmissionen ém Lichte der Pro-
pogandamaterialien, in Zeitschrift fir Missionswissenschart, XII (1922), 199205,
p. 198

(*?) Maestro del Sacro Palazzo fu negli anni 1629-1639 il genovese Niccold
Riccardi, che morl & Roma 1'11 maggio 1639 (I. Taurisaro, Hicrarchia Ordinis
Pracdicatorum?, Romae 1918, 56),

(%) Sarh il Trafado de arie de naveger, pelo Rde Pe Christbvde Brono, da
Companhia de Jesus: Em Lisboa no Collegio de Santo Antdo da mesma Com-
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i secreti di essa, con le ragioni e prove necessarie, e con le sperienze
fattono: scrivendone scientificamente. Questa & cosa utilissima e di
grando importanza per le navigationi del’Oceano degna non solo di
conservarsi, e di stamparsi a publico beneficio, ma di farsi anche
insegnare nelle scuole di mathematica, per istruttione de’ piloti, a
comun bencficio de’ naviganti, e particolarmente de’ Ministri Evan-
golici, che per servigio di Dio, con tante fatiche e pericoli, vanno
per 1’Oceano in paesi lontanissimi. Di pit

La carta di navigare, da lui corretta, et aggiustata con la sua
inventione, necessaria all'uso di ossa, of

Un istrumento mathematico e nautico, pur da lui fafto, e pur
necessario per pratticare la sua inventione.

Hora di queste tve cose che mancano, il libro della navigatione
lo prestd il Padre Borro al Padre Christoforo Scheiner GHesuita (**),
a fine che se lo facesse traserivere, che volse esso haverne una co-
pia; quale in offetto fu fatta, et il Padre Scheiner I'ha: perd lorigi-
nale, havendogliclo il Padre Borro ridomandato, il Padre Scheiner
rispose, che non 'haveva, e che era rimasto in mano dello scrittore,

panhia, Anno Domini £6..., che si conscrva nella biblictece di Coimbra (J, H.
pa Cunma Rivara, Catalogo dos manuseriptos de la bibliotheea publica eborense,
1, Tisboa 1850, 9) pubhlicato da un manoseritto di Coimbra a Lisbona nel 1940
(Avte de navegar pelo padre mestre Cristévdo Bruno (1628). Prefdeio por A. For-
rourA pa CosTa, che ricorda {p. IX) anche un Regimento que o P.© Crigtévdo
Brune da Comp. de Jesus, por ordens gue S. M. dd aos pilotas das naus da
India para fazerem a cxperitneic sébre a invengdo de navegar de leste ao oeste,
che era in un manoscritto all’aceademis delle scienze di Lisbona, pol smarrito,
ma del quale ha dato un sunto J. pe Axprapre Corvo a pp, 894 -898 della sua
odizione de! Roleiro de Lisboa a Goa di J. e Castro, Lishoa 1882).

(" Tinventore dol pantografo (su questo jstrumento vedi M. Canror, Vor-
lesungen iber Geschichie der Mathematil ® [viproduzione], TI, Leipzig 1313, 693 s.),
matematico, fiaico o astromome C, S., nato a Wald in Svevia 25 luglio 1575,
entrato nei Gesuiti nel 1595, 1 a Neisse nella Slesia 18 luglio 1650, insegnd
diverse discipline a Ingolstadt, Friburgo di Brisgovia ¢ Roma, dove fu negli
anni 1624.1633 : scoperse egli pure le macchie del sole, ma rimase un antigalileiano
vedi SOMMERVOGEL, op. ¢it., VII, 734 s. coll’elenco delle opeve 735 - 740; B. Dung,
Geschichte der Jesuiten in den Léndern deutscher Zunge, 1L 2, Freiburg i. Br.
1018, 226-29, 484-89, 470 s.; L. Koon, Jesuiten - Lexikon, Paderborn 1954,
1601 s, & vedi in Le opere di Galileo Galilei. Edizione nazionale, XX, Firenze
1908, 319 s., indicati i molti luoghi dei volumi precedenti, nei guali sono cose
sue o riferentisi a lui.
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it quale fit un tal Laertio Alberti da Orte, che era partito da Roma,
e se ne era andato al paese. I1 Padre Borro, non trovando altro ri-
medic per rihavere il suo originale, ultimamente haveva fatto ci-
tare costui da Orte a restituirlo per gli atti del vieario all'ufficio del
Cesio (*9); ma per esser quello assente, e per Ia morte sopravenuts,
non ha havuto la cosa alcuno effetto. Ma chiara cosa &, che questo
originale si troverd, o in mano del detto Laertio Alberti da Orte, o
in mano del Padre Scheiner: e¢ quando loriginale non si trovasse,
havendone al certo il Padre Scheiner la copia, bisognerebbe almeno
havere in ogni modo una copia della copia; perché in somma & cosa
di molta stima, da non lasciarsi perdere in modo alcuno, né de per-
mettere, che vada a rischio, che altri un giorno si facesse bello deile
fatiche del Padre Borro, che non sarebbe giusto (*').

Ta Carta di navigare la prestd pur all’istesso Padre Scheiner,
che ne voleva far fare una copia; et havendoglicla il Padre Borro
pitt volte ridomandata, non la poté mai rihavere, forse, perché non
doveva esser finita quella che lo Scheiner faceva fare per se. Di questa
ne ha un’altra copia il Padre Assistente di Portogallo nel Giesl, che
la feco fare dal Greuter (*2): ma perché il Greuter non haveva pit
lavorato di carte da navigare, e questa fi la prima, benché la facesse
con particolare assistenza del Padre Borro, tutta via quella sua origi-
nale, che portd fatta in Portogallo da huomini pratichi in questo, senza
dubbio sard migliore et in tomma, come cosa alla inventione necoes-
garia o loriginale, o una copia, bisognerebbe ricuperare in ogni modo.

Il'istrumento di metallo, al quale il Padre Borro soleva gloriarsi
che Nostro Signore, havendolo veduto, havesse posto il nome di
Naugnomon, & pur in mano del Padre Scheiner, overo di un maestro,
che per esso Padre Scheiner ne haveva da fare un’altro simile. Que-

(*0) Nell'ufficio terzo deila curia del cardinale vicario di Roma era notaio
negli anni 1607 - 1636 Michelangelo Cesi (F'raxcors, op. cit., 112).

() Anche 'Arvacct (loc. cit.) esprimevn il timore che per la mers inopina
del Borri, non solum viro, amicisque infausta, sed scriptionibus etiam, of medi-
latis, quae in aliorum manibus, nolo plogiariorum dicere, delitescunt, queste ve-
dessero un giorno la luce, nescio an sub veri parentis nomine,

{**) Matteo Greuter yinomato incisore in rame morto a Roma, ove ora ve-
nuto prima del 1606, il 22 agosto 1688 (U. TinMe - U. Bucken, Allgemeines Le-
wilcon, der Dildenden Kinstler, XV, Leipzig 1922, 7-9)
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sto pur & necessario per l'uso della inventione, e per conseguenza ne-
cessario di ricuperarsi,

Ma, perché il Padre Scheiner, si dice che ha da partir presto
per Alemagna, bisognerebbe farne quanto prima diligenza.

Vi sono ancora molte altre carte e fogli volanti del Padre Borro,
e fra essi delle cose per la navigatione da non disprezzarsi, delle
quali tutte bisognerebbe tener cura; e sono con le altre sue robbe in
San Vito », seguendo nell’annc 1642 (nel n°® 53). « Ricordi miei al Padre
Fra Luys Coutinho (*%) per rintracciare in Portogalle I'inventione del
Padre Borro per le navigationi dell'India Datigli in Roma a 24 aprile
1642 » ¢ nel 16560 una «lettera mia/alla 8. M. del Re di Portogallo {3¢) /
Della Carte da navigare aggiustata /del Padre Borri/e del regimento
per li Piloti / fatto dall’istesso / Da me fatti ricercare in Roma fra
Gesniti / e che il Padre Nuno da Cunha / porterda a Sua Maesta / Di
Roma 23 ottobre 1650 (2%)».

Eccone 1 testi:
A

« Ricordi che serviranno in Portogallo, a fine di poter rintracciare
la, inventione del Padre Christoforo Borro utilissima per le navigationi
dell’India.

Il Padre Christoforo Borro (alias, frd Portoghesi, Brono) Gie-
suita, Italiano Milanese, fu quello, che trovd la inventione da saper
di certo il punto della longitudine nelle navigationi del mare. Co-
municd con me questi suoi studij in Goa gli anni 1623 e¢ 1624 che
i trovammo ivi insieme, essendo esso gid ritornato dalla Cocincine,
dove era stato in missione; della qual missione poi in Roma lascid
stampato un libretto (**). Parti da Goa il detto Padre Christoforo

(%*) L'agostiniano L. Coutinho nativo di Lisbona, donde si recd nell'India
entrando nell’ordine in Goa I’anno 1606 : tornato in patria fu nominato vicario
provinciale nel 1628 : ripassd in India ritormandone nel 1634 e venendo poi eletto
provinciale del Portogailo; «no se dan otras noticias en su biografia» (GrREGO-
R1IO DB SANTIAGO VLA, Ensaye de wne biblioteca thero~americana de la Orden
de San Agustin, 1T, Madrid 1915, 165).

(2+) Giovanni IV di Braganza, nato 18 marzo 1604, salito al trono alla fne
del dominio spagnuolo (dicembre 1640), + 6 novembre 1666,

(%) Annotaxione di mano di Pietro della Valle, mentre la lettera che segue
¢ copin d’altra mano.

(*) V. gui addietro la nota 6.
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nel principio di febraio del 1624, con una sola nave, che quell’anno
passd da Goa a Portogallo, nella quale ancora era imbarcato Don
Garcia de Silva y Figucroa, che era stato Ambasciadore per Ia
Maesta Cattolica in Persia (), donde ritornato in Goa esso ancora
per quella via se ne tornava in Spagna.

Avrivato che fu in Portogallo il Padre Christoforo da suoi Padri
(Hesniti fi mandato in Coimbra a legger Mathematica; et io in Roma
ricevei la prima lettera sua di Coimbra, data a 21 di settembre 1626 (*%).
Nelle lettioni che fece in Coimbra, vomineid a legger di questa ma-
teria di trovar la longitudine certa in mare; ma avvertito da i suoi
Padri, ehe queste era cosa d’importanza, ¢ non da divulgarsi a tutbi
nelle lettioni, soprassedd il leggerne, et i Padri volsero esaminar la
inventione fra di loro, o conosciutala di fondamento, risolverono che
si proponesse in Lisbona al Vicers overo a chi all’hora governava, per
servitio del Re (2}, Per questo rispetto il Padre Borri andd pol in

(*") Sul quale varie cose riferisce il DRLLA VALLBE nella parte geconda, La
Pergia, dei suoi wiaggi nelle lettere quarta o quintm, ed. cit., I, 550711 & T12-
870: leggasi anche A chronicle of the Carmelifes in Persia, London 1939, ai
luoghi elencati nell’indice a p. 1868. Sui suoi Comentarios de la embajada que
de parte del vey de Espafia don Felipe III hizo al rey Xa Abds de Persia, pub-
blicati & Madrid 1903 -1905 da SBrRRANO SaNz per la Sociedad de hiblidfilos espa-
fioles vedi M. AsiN in Beletin de la real academic de la historia, XCII (1928),
497 - b10.

(%8) Nel n° 188 dell’Axchivio della Valle - del Bufalo, che & un registro di let-
tere spedite da Pietro dal 15 dicombre (614 al 7 marze 1632, trovo annotate le
seguenti al Borri, delle quali non ¢'® copia nell’archivie (a lui quando parti pel
Portogallo il della Valle consegnd il 25 gennaio 1624 in Goa nna lottera per il car-
dinale Oreseenzio: «per lo padre Brono mella nave»): «1626. Da Roma a 18 di-
cembre por via de Padri Giesuiti una lettera in Coimbra di Portogallo al Padre
Christoforo Brono della Compagnin di Giest risp.»; da Roma 4 settembre 1627
«una lettera in Coimbra lunga al P. C. Brono Giesuita risp. della stampa del
libro [quale ? I’Avte de navegar P} ete.... un’altra lettera al maodesimo insieme con
un libro del funerale di Sitti Maano Gicerida mia moglie [stampato a Roma nel
1697 : vedi P. DRLLA VaLLe, Viaggio in Levante a cura di L. BIANCONI, Firenze
1942, 851]; «a 17 gennaro {1630) per via del Padre Joho Lopez (v. pift avanti)
una lettera in Lisbona al P, C. Brono risp.»; «a 16 febraro per via del P.J.
Lopes una lettera in Madrid al P, O. B. & del fun(erale) inviatoli gid nuove di
mes; «a di detto (13 agosto 1680} per via del P.J. L. una lettera al P.C. Borri
dove la mia risposta e parer mio sopra la sua venuta in Italia»; «a di detfo 28 set-
tembre (1630) per lo procaccio una lettera in Napoli al Padre C. Borri risp.».

2%) T Portogallo era allora {dal 1580) sotto la sovranith del re di Spagna,
che dal 81 marzo 1621 era Filippo IV.
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Lisbona, et o in Roma ricevei la sua prima lettera di Lisbona data in
7 di Marzo 1629. & questa lettera me la mando per un Padre Giesuita
Portoghese, chiamato il Padre Juao Lopez (*"), il quale cra stato suo
discepolo di Mathematica, e mi seriveva il Padre Borro, che il Padre
Juio Lopez era informato di tutti i sopradetti negotiati circa la
detta inventione.

Con un’altra sua lettera, data in Lisbona alli 17 di Marzo 1629,
mi da conto il Padre Borro che la sua inventione della navigatione
era stata esaminata, et approvats in Lisbona nel Consiglio reale; e
me lo serive con queste precise parole: “Il mio negotio della inven-
tione de Leste a Oeste gia sta csaminato, of approvato in questo
Consiglio reale di Portogallo, dove concorsero tutti 11 savij et iu-
telligenti nella materia con tutti 1i Piloti di questo Regno. It dopo
se approvd nol Consiglio di Madrid. TFinalmente il Re comanda che
questo Marzo larmata che va a India di tre navi, e sei galeoni, col
Vicerd navighi con queste mia inventione. Gid sono fatti Vistrumenti
necessarij, per tutte le navi con spese reali; gia sono istrutti 1i Piloti,
o obligati a seguire l'inventione et cet.”.

Dopo questo il Padre Borro fu chiamato in Castiglia dal Re,
ot in una sua lettera, che io ricevei, scritta in Madrid a 12 di De-
combre 1629, mi dice queste precise parole. “ Dopo d’haver mandato
Varmate del Vicerd di 3 Navi o 6 Gualeoni, per il mio modo di navi-
garo con la graduatione della longitudine del mare, con li gasti regij,
sono venuto chiamato dal Re, ¢ a sua costa, a questa Corte, dove gia
tre volte ho dimostrato la inventione in tre consulte di varie persone
per questo effetto; e subito il Re mando che si faccia 'ultima consulta
per determinare il premio; et in questo mentre mi-manda dare la su-
stentatione, et il gasto della impressione del libro di questa materia,
auzi che listesso Re mi mandd dire, che vole vedere la inventione.
Le due Corone di Portogallo, ¢ di Castiglia, vanno a gara sopra di
me; quella vole che io torni in Lisbona per sopraintendente delle
sue navigationi, questa mi vole per Siviglia, accioche io gli applichi
la medesima inventione alle loro Navi delle Indie Occidentali insino

as Filippinas, et cet.”,

(%) Nulla ho trovato su guesto gesuita.
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Alcuni mesi dopo io ricevei una lettera del Padre Borro, geritte.
in Barcellona a di 20 luglio 1630, nella quale mi dice queste precise
parole: “ Dopo che la mia inventione della graduatione della longi-
tudine dall’Oriente a Ponente fu approvata con universale applauso
nella Corte: il Re e Conte di Olivares mni volsero nominare Yescovo
di Macao; ma li nostri Padri Portoghesi impedirono il tufto per es-
gere io forestiero, si che decretarono quelli del Comsiglio reale, che
il Re mi mandasse a Siviglia ad insegnare quelli Piloti delle Indie
Occidentali, e provedergli degl’istrumenti necessarij per porro in
pratica la nova arte per quelli mari, rogandomi & non volere essere
manco liberale con la Corona di Castiglia di quello che io fui con
quella di Portogallo, quando l'anno passato ordinai Parmata per la
India Orientale. Ma io, cosi per essere la verith, come per farmi de-
siderare pilt, andai dal Re e Conte di Olivares (*), e dissegli che
gid era tardo per potere io fare cosa veruna in Siviglia per questo
anno, per quanto la flotta haveva da partire fra pochi giorni, e per
apparcechiare il necessario de istrummenti et cet. sempre bisognavano
tre mesi; e cost domandai al Re licenza di venirmi a Roma, il quale
me la diede, ma con conditione, che tornassi a tempo per 'anno che viene
inviare (sic) la flotta; e con gquesto mi sono partite, ot arrivato a
questo porto di Barcellona, dondc in breve partird per Italia ot cet.”.

Non tardd molto il Padre Borro ad arrivare a Roma chiamatovi
dalla. Congregatione di Propaganda, dove si trattenne pol infin’alla
sua morte. Mentre stava in Roma hebbe nuove di Spagna che era
venubo avviso cols del successo del viaggio di quella armata che
haveva navigato da Lisbona in India con la sua inventione, e di
notabile era occorso questo. I1 Piloto (essendosi cosl ordinato da Mi-
nistri regij) carteggiava secondo il modo solito all'antica. It un
Padre Giesnita oltramontano e se ben mi ricordo Alamanno, che ora
imbarcato nella medesima nave, e gli era stata data questa cura, come
a persona intendente delle Mathematiche, e bene istratto della in-
ventione del Padre Borro, carteggiava con la carta del Padre Borro,
s secondo la sua nuova inventione; e cid senza comunicarsi uno con

(%) Gaspare de Guzmin, conte-duca di Olivares, P’annipotente ministro di
Filippo 1V, caduto poi in disgrazia, nato in Roma nel 1587, 1+ 22 luglio 1645
{v. Enciclopedia iteliana. XXV, 283 s.).
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Paltro. Hora un giorno, che il Piloto, secondo il suo conto si faceva
molto vicino alP’Tndia, ma pit a mezo giorno di Goa, sotto anche
Cocin, il (GHesuita all'incontro, con le regole del Padre Borro, si faceva
in mezo delle Tsole Maldive, luogo pericolosissimo per ogni rispetto:
ma guerdando bene intorno, e mnon si scoprendo terra da nessuna
banda, dove che le Isole Maldive sono assai vicine una all’altra, pensd
al certo di havere errato, e che per conseguenza la inventione del
Padre Borro, che da lui era stata osservata diligentemente, non fosse
altrimenti buona. Tuttavia, per riputatione del Boiro, tacque, o nou
volse dir niente. La mattina seguentc poi, a pena fi fatto giorno,
che si scoprl terra per proda. Il Piloto, e tutti gli altri Portoghesi,
tutti allegri, conforme al lor comto fatto, cvesero certo che fosse
IIndia, ¢ gid ogni uno si allestiva per smontare quanto prima in
terra: ma quando si avvieinarono, conobbero, che guella terra era a
punto una delle Isole Maldive, la ultima e levante in quella fila; e
per conseguenza si anccorsero, che il giorno precedente, conforme per
a punto mostrava la inventionc del Borro, si erano trovati, con non
poco pericolo, in mezo delle Jsole Maldive, e guel che importa, da
dugento e forse pit leghe lontano donde si faceva il Piloto, secondo
il modo del carteggiare ordinario. Ii se non havevano scoperto terra,
era perchd si dovottero trovare in uno di quei camali pil larghi fra
le dette Isole, permettendo cid forse Dio per salvargh da i pericoli
in che, trovandosi altrove in canali pili stretti, senza dubbio sarebbero
incorsi. Da che si pud comprendere quanto beneficio da quella inventione
si potrebbe cavare. La rclatione di questo successo fii mandata al
Padre Borro in Roma da Spagna, autentica per man di Notaio con
tegtimonij e con tutte le solennité.

Quello che poi avvenisse del Padre Borro; perché non ritornasse pit
in Ispagna: come finalmente morisse in Roma o 14 di Maggio 1632 ();
non occorre che io racconti ¢he son cose gid note. Solo dico che stante
la sua morte, e l'essersi soppresso in quella ct il suo libro, e gli stru-
menti, e tutte la sua inventions; per servitio della Corte di Portogallo

(32) Tutti i bio~bibliografi del Borri pongono la morte di 1ui al 24 maggio
1682 : avrd ragione il della Valle, che serive qui dieci anni dopo Ja morte? Nel
Necrologio remano cit. del GALLETTI non vicorre il mome del Borri.
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sarebbe necessario di far diligenza per rinvenirla, se fosse possibile.
I come questa inventione in Portogallo fi esaminata pitt volte, et
in Coimbra et in Lisbona, ¢ nell’esaminarla fu anche insegnata ¢ comu-
nicata a diversi, non solo fra i Padri della Compagnia, a quello in parti-
colare che navigé con le navi praticandola, ma anche in Lisbona a chi
governava all’hora, et a molti Piloti et intendenti dell’arte, non sarebbe
gran cosa di poter trovar qualche uno, che o la sapesse, o gli bastasse
Yanimo di rintraceiaria. I benche uno non la sapesse tutta, pur nondi-
meno da chi ne sapesse una parte, e da chi ne sapesse un’altra, accoz-
zando insieme le cose, si potrebbe in qualche modo andar rappezzando.

Quanto a gli strumenti necessarij per praticerls, erano due, et 1o
amendue gli ho veduti. Uno era una Carta da navigare aggiustata dal
Padre Borro ¢ molto ben rettificata nelle distanze con osservationi
di Eelissi fatte da lui con somma diligenza: nella qual Carta (che &
quel che importa) vi sono alcune linee grosse, spettanti a questa
inventione, co i loro spartimenti necessarij, che mnelle altre carte non
ol sono; e senzs queste linee ¢ spartimenti la inventione non si puod
praticare, perché in quella consiste il secreto, del quale io ne sd
buona parte, ma non sb il tutto. Di questa Carta cosi aggiustata e
lineatn, originale che il Padre Borro portd da FPortogallo, qui in
Romsa I'hebbe (credo per denari prestatigli) it Padre Christoforo
Scheiner pur (Gesuite Alamanno, ¢ buon Mathematico (*), il quale
la portd in Germania, come dicevano, per donarla all’ Imperatore.
Perd in Roma ne restd una copia, fatta far con diligenza e con l'as-
sistenza, del medesimo Padre Borro, e restd in mano del Padre Assi-
stente di Portogallo della Compagnia di Giesh, che era all’hora il
Padre Nuno Mascarenhas (), nella cella del quale io I'ho veduta pin
volte attaccata al muro. Ii se 1o potessi havere in mano, o quella, o
una copis diligente di essa, con commoditd di poterla studiare, spe-
rerei forse di poterne cavar qualche costrutto.

L'altro Istrumento pur necessario per guesta invontione, era un
Istrumento Mathematico di ottone o mectallo, inventato dal Padre
Borro per certa operatione; al quale Istrumento Nostro Signore Papa

(*3) Vedi qui addietro la nota 18.
(34} Varii Mascavenhas, non perd il Nuno, sono in Sommmrvoasy, V, 663-5.
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Urbano Ottavo, fra le altre sue virth e dottrine, intendentissimo an-
cora delle mathematiche, un giorno che il Padre Borro glielo mostrd,
discorrendogli di questa materia, come ad Istrumento, nuove, non
ancora usato, ne da altri nominato, mise per cié il nome, e lo chiamo,
molto & proposito, con voee greca, Naugnomon. Quello che haveva
il Padre Borro, fatto in Portogallo, I'hebbe pur in Roma il medesimo
Padre Scheiner, e lo portd con se in Germania insieme con la Carta.
Perd questo Istrumento 'ho veduto bene, ¢ b tanto bene quello che
8, come si ha da adoperare, ot a che ha da servive, che senza ve-
derne alfro, mi basterebbe l'animo, da ogni mastro che intenda di
questi lavori, di farlo far da me.
Pietro Della Valle»,

« Sacra Maestd,

11 Padre Christoforo Borri (& Brono, come dicevano in Portogallo)
Gesuita di patria Italiano Milanese, et all'hora Lettor di Mathema-
tica in Coimbra, mio grande amico; havendo fatto molti viaggl per
mare da Portogallo in Indis, e fino in Cocincina, con la sua dotirina,
e con le spericnze fatte haveva trovato una bellissima inventione, per
pofer saper di certo ne’ viaggi del mare 1 gradi della longitudine;
cosa importantissima nelle navigationi, et infin'hora non saputa con
certezza. Per praticar questa inventione con pil esattezza, gia che le
carte da navigare non si trovano totalmente giuste, fabricd egli una
carta aggiustatissima nelle distanze de’ siti, havendola rettificata con
losservation diligente di molti eclissi in varie parti del Mondo os-
servati da Mathematici valenti, che & la via pili certa e pitt sicura
in guesta materia. Di pitt haveva fabricato un’istrumento mathematico,
del quale navigando bisognava servirsi ogni glorno per la sua opera-
tione. E di tutte queste cose haveva scritto un buon libro, nel quale
dottrinalmente le esplicava a pieno. Queste sue inventioni furono
esaminate in Portogallo da’ Piloti, per ordine del Vicerd che vi era
in quel tempo, e de gli altri Ministri Regij di Lisbona; et essendosi
trovate buone, furono approvate da tufti, e se ne diede conto alla
Corte. 1 chiamato il Padre in Castiglia per questo negotio; et ivi
pur in Madrid furono essminate di nuovo le sue cose da i migliori
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Mathematici e Piloti che vi fossero; da i quali tutti furono approvate
per buonissime; ordinandosi che si mettessero in esecutione. Bt in
offetto nella prima flotta che parfi de TLisbona verso India, si mando
awaltro Padre Gresuita istrutto dal Padve Borri, il quale per tutto
il viaggio, da se a parte andd carteggiando con questa inventione;
mentre il Piloto da un’altra banda carteggiava al modo ordinario ;
e questa del Padrve Borri riusci tanto migliore, che in certa occasione
dimportante pericolo, il Padre Gresuita con essa si trovd nel luogo
giustissimo per a punto, dove che il Piloto si faceva di la lontano
molte e molte leghe con errore. Della qual cosa io vidi una testimo-
nianza authentica, che d’India ne fi mandata al Padre Borri infino
a Roma, dov'egli all’hora i trovava, chiamatoci dalla Congregatione
di Propaganda Fide. In Roma i} Padre Borri hebbe molti travagli
¢o’1 suoi Superiori; a i quali non piaceva che esso trattasse co’l Papa,
o con quella Congregatione, di negotii di propagation di Tede; ma
:] Padre Borri innocentemente, come nuovo in Roma, © mal’infor-
mato, haveva intrapreso questl trattati, credendo che la sua Religione,
con la Congregatione, fosse di volontd tutt'uns cosa, tendendo amendue
ad un medesimo fine del servigio di Dio; perd in questo g'ingannd,
o n'hebbe per cid tali molestie da i Superiori, che fit necessitato con
beneplacito del Papa, che ve lo favori con Brevi speciali, di uscir
dalla Religione de’ Gesuiti, e di passarsene a quella de’ Monaci Ci-
storoiensi. Quivi ancora hebbe travagh grandi dalll Spagnuoli, che
havevano havuto a male la sua venuta in Roma, e che trattasse co’l
Papa alcune cose per servitio della Christianitay dell'Tndia, che 2 loro
non piacevano. In somma, le persecutioni contro "} Padre Borri da
tutte lo parti furono tante e tali, che il poverello, trovandosi un giorno
in casa di Monsig.” Vicegerente (*°) a trattar de’ fatti suoi, o fosse per
1i fastidij che haveva, & pur per qualche aiuto che gli fosse dato,
come si sospetid, assalito allimprovise da certi gravi dolori, in ter-
mine di meno di sedici hore di malatia se ne mori, Dopo la sua morte,
la carta da navigare originale da lui aggiustata, 'istramento mathe-
matico da adoperarsi per la sua inventione, ¢’} libro che di queste
cose haveva scritto, restaronc in potere de} Padre Scheiner Gresuita

(35) Vedi qui addietro la nota 18.
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che era stato suo amico. il quale poi, tornando in Alemagna sua patria,
portd tutte queste cose a donare all’Imperatore; eb ivi, senza essersi
pill vedute, né usate, si devono conservare, per sola galanteria, fra le
curiosith matematiche. To, che di tutte queste cose ora informato, e
dal Padre Borri istrutto a sufficienza, desiderai sopramodo, che cosi
bella inventione non si perdesse; ma che si risuscitasse, se fosse stato
possibile, a beneficio di Portogallo, accioche se ne potesse servire,
conforme il Padre Borri hebbe sempre intentione. Delle tré cose che
bisognavano, cio¢ la carta da navigare, istrumento mathematico, e’l
libro serittone; del libro non mi curava pilt che tanto; perché lasciati
i lunghi discorsi seientifichi, i quali io supponeva per veri, e provadti,
mi bastava d’haver solo lo regole pratiche per usar delia inventione,
le quali io gid sapeva s mente. L'istrumento mathematico che era
necessario, havendolo io veduto, et osservato bene, mi bastava l’animo
di farlo fare. La carta solo da navigare mi mancava, della guale pur
el era necessitd per la giustezza de’ siti. E sapendo io che il Padre Borri,
quando era ancor fra Gesuiti, ne haveva fatto fare una assai buona
per lo Padre Mascarenhas che era ali’hora Assistente di Portogallo,
e quando esso partl da Roma, facilmente doveva esser restata in mano
de’ Padri Gesuiti; usal ogni diligenza per farla ritrovare; interponen-
dovi in Roma fin l'autorits del Sig." Vescovo di Lamego (**) quando
era qui; ma non fli possibile di haverne mai nuova. In Portogallo
ancora, ne feci pitt volte diligenza, por via del Padre Fra Luis Cou-
tinho Agostiniano (¥%), pregandolo che in Lisbona et in Coimbra fa-
cesse cercare tutto quel che si poteva trovare di questa inventione,
lasciatovi per ventura dal Padre Borri; ma né anche per questa via
potei arrivar mai a niente. Ultimamente, trovandosi in Roma il SBig.*

{35) Nal concistoro del 14 maggio 1686 era stato nominato vescovo di La-
mepgo Michele di Portogallo della famiglia del futaro re Giovenni IV, che, salito
al trono, lo manderh a Roma, ove egil arrivt il 20 novembre 1641, ripertendone
il 18 dicembre 1642 dope lo svelgimentoe di delerosi incidenti, frutto della osti-
lith fra Spagna, Portogaile e Francia come pud vedersi in I, np ALMmiDa,
Histéria da Igreja em Porfugel, 111 2, Coimbra 1915, 68-72 e L. vor Pasrowr,
Storia dei Papi, X111, Roma 1981, 747-762. Morirh ai 8 di gennaio 1646 {P. GAUCHAT,
Hierarchia catholica medii et recentioris aevi, IV, Monasterii 1986, 213; pp AL-
MEIDA, loc. cit., 830).

(**) Vedi qui addietro la nota 28.
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Tra Mannel Alvarez Carritho (%), Vinformai di questo negotio, e lo
pregai di adoperarvisi per beneficio del Regno, e pexr lo servitio che
0o risultava a Vostra Maestd, Il S8ig* Carrilho, con la sua solita
officacia, ne ricercd il Padre Nuno da Cunha Assistente al’hora di
Portogailo (3); tenendo io per certo, ohe la carta, fatta gid per lo
Padre Mascarenhas, non potesse essere altrove, che appresso di lui,
& de’ suoi Padri Gesuiti. In fine, nella Cella del Padre Nuno da Cunha
si ritrovd; conservata sl, ma nascosta, e poco conosciuta. lo, andato a
vederla, e riconoscerla, insieme co’l Sig.” Carrilho, ne diedi ad amendue
la notizia che bisognava; o’l Padre Nuno promise di portarla egli stesso
s Vostra Maesth. Accioche i Piloti in Portogalle la intendano, e 8¢
ne possano servire, haveva io pensato di scriverne brevemonte la
istruttione, per reggimento loro: ma essendosi qui cercato meglio
nolla Cella del Padre Nuno da Cunha, si & trovato che vi & questa
istruttione ancora, © reggimento per li Piloti, fatto dal medesimo
Padre Borri, che senza dubbio sard migliore di quello, che havrel
fatto io; onde non oCCOIT® che io seriva altro. Quanto all'istrumento
mathematico, siamo restati co’l Signor Carritho, che si fard diligenza
in Lishona, se a sorte se ne trovasse alouno, fatto far 1o dallistesso
Padre Borri, che potrebbe essere: ma, caso che non si trovi, scri-
veranno a me, et io lo fard far qui in Roma, e lo manderd. Ma perché
questo istrumento si pud fare in pitt modi, che tutti io potrd o saprd
farli; ciod per via di gradi, o di parti proportionali, o di altre ma-
niere cle vengono ad esser poi tubt'uno in sostanza, benche spie-
gate diversamente: guando bisogni, che io faccia far Iistrumento, non
sapendo io qual di questi modi habbia tenuto il Padre Borri nella
qua istruttione, d reggimento per li Piloti, perché il Padre Nuno da.
Cunha non me Vhd mostrata; se mi si comunicherd questa istrut-
tione & reggimento del Padre Borri; io fard far 1'istrumento, con-
forme a punto al modo che egli haverd tenuto; che, sia qual si voglia
de’ modi diversi, a me ehe glintendo, tutti saran facili. Questa istrut-

() Agonte del clevo di Portogallo mandato a Roma nel 1648, ma de facfo
per trattarvi negozi del ve: DE ALMBIDA, loc. cit., 19 8, 728,

(%) Nato nel 1594, entrato nella Compagnia mel 1611, 4 a Lisbona 14 otto-
bre 1674 {SOMMERVOGEL, O). cig, IX, 1726 s.).
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tione ancora del Padre Borri, insieme con la carta, promette il Padre
Nuno da Cunha di porfare a Vostra Maestd. Resti Vostra Maesta ser-
vita di stimare assai queste cose; perché sono importantissime per le
navigationi dell'Indie, e del Brasil; e da me prenda a grado guesto
piccolo servigio delle diligenze che ho fatte per farle ritrovare: che
certo, se non era io, non si sarebbono ritrovate gisd mai, e restavan
per sempre sepellite qui in Roma nella cella de’ Padri Assistenti di
Portogallo, senza essere usate, nd forse conosciute, come si doveva.
Il Signor Carrilho potrd informare Vostra Maestd del tutto: et io
finisco, con pregar Dio per la lunga vita e felicissimi successi di
Vostra Maesta, alla quale con ogni affetto fo riverenza. Di Roma I
23 di ottobre 1650,

Di V. S, Maesta
Humiliss.® e Divotiss.® Ser.'™

Pietro Della Valle ()

{(19) Nel cit. n° 188 dell'Archivio della Valle ~ del Bufalo & notato: «Da
Roma 1650.,. a 22 e 23 ottobre per lo Padre Fra Stefano di San Girolamo Fran-
cescano, che fu gid Custodio. Due lettere in Portogallo a Sua Maestd, La prima,
di complimento, ¢ deila inia lunga e grave infermitd, e della ricuperata salute.
La seconda, della Cavrta da navigare del Padre Borri; e della istrutlione, o regi-
mento {v. qui addietro nota 18) per 1i Piloti, composto dal medesimo, da me fatta
ritrovare nella Cella de® Padri Assistenti di Portogalle della Compagnia di Giest,
dove tutte queste cose stavano nascoste, ¢ non conosciute. & che a mia istanza
il Padre Nuno da Cugna, ultimo Assistente, che torma hora in Portogallo, le
porterd a Sua Maesth. Con tutta Ia Historia del Padre Bowri; e di quanto e ho
fatte in questo negotic. Di amendue queste lettere tengo copia appresso di me».
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CIRCA L’'EFFICACIA DIMOSTRATIVA
DELL’ESPERIMENTO DI KENNEDY

(Con una figura)

MARIO GALLI

SvMMaRIVM, — Auctor demonstrare vult quosdam hypotheses, quibus solent
physici uti in interpretando experimento a MICHELSON olim peracto, non neces-
sario praesupponi, si experimenta Mriousisow et o Kesneny facta inter se recta ra-
ticne (quae hic deseribitur) conferantur sorumque exitus recto examini subiciatur.
Ex quo patet communem physicorum concinsiones novo efficaciore argnmento
confirmanri.

L. - Qualche articolo apparso recentemente ha tentato di infir-
mare la validitd dellesperimento di Micuersone Mozuey (Y). La pub-
blicazione non ha provocato polemiche soprattutto per il fasto che la
teoria della relativity & ormai considerata al riparo da ogni obbiezione.
Una messa a punto dovute ad A. Maerz pubblicata in « Revne d’Opti-
que » (*) mefte in rilievo il fatto che le nuove critiche nen presentano
nulla di nuovo rispetto a quelle pubblicate in passato e che furono
8 suo tempo ampiamente discusse. Veramente a noi risulta che lo spi-
rito informatore delle note apparse recentemente sia alquanto diverso,
con la differenza peraltro che le critiche del passato, dovute talvolta,
a fisici sommi, mettevano in risalto (sia pure esagerandolo) un punto
realmente debole nel ragionamento di Micurrson e MorLry, gli arti-

{*} Nota presentata dall’Accademico Pontificio 8, E, Giuseppe Armellini il
16 maggio 18562,

(1} J. BrvaDriaN, « Revue Philosophigne ». Gonn. 1950, p. 72; « Revue d’Opti
que, v. 80 (19b1), pag. 523, ‘

(%) G. Rampaun, Fither ef Relativité. Valence sur Rhone {1950).

(®) A. MeTZ, «Revue d'Optique, v. 81 (1952), pag. 124,

4 Acta, vol. XV,
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ooli recenti insistono su un equivoco che non ci appare degno di molta
considerazione. In sostanza impugnano cid che & evidente.

Per conseguenza con questa nota non abbiamo alcuns intenzione
di sottoporre ad analisi critica le vecent pubblicazioni né vogliamo
risssumere e confutare le critiche del passato. Queste critiche sono
assai numerose ed una critica estesa costituirebbe un problema di scarsa
attualita (*).

Noi riteniamo che le critiche rivolte in passato contro l'efficacia
dimostrativa dellesperimento di MicuersoN siano confutabili mediante
un esame accurato di csse. Tuttavia non ci risulta che si sia procu-
rato di eliminare tali dubbi, invece con un analisi critica, mediante una
opportuna variazione dello stesso esperimento di MicaeLsox. Cid & stato
fatto, ma non intenzionalmente, nel 1932 da KeNNEDpY & THORNDYKE (%).
Infatti lo scopo diretto di questi sperimentatori era diverso, come
vedremo tra poco. A noi sembra tuttavia che l'osperimento medesimo
gin idoneo a dissipare i dubbi che illustri fisici sollevarono contro
la validith dell’esperimento di Misaersow. Riteniamo anzi che mediante
Vesperimento di Kexxepy oi si possa rendere indipendenti dalla po-
stulazione del principio di HuveHENs-FRESNEL, che & utilizzato sia dai
sostenitori che dagli avversari. T questo costituisce indubbiamente un
vantaggio non disprezzabile.

9. - Per quanto, come abbiamo gid dichiarato, non intendinmo
rinsstmere o confutare le critiche del passato, & necessario, in ordine
agli scopi prefissi, rievocare alla mente lo spirito informatore di tali
eritiche.

(1) Sono degni di particelare menzione i seguenti lavori: W, SUTHERLAND,
« Phil, Mag, », 46 (1898) pag. 23; « Nature», v. 63 {1900), pag. 23; W. I. HIcxs,
« Phil. Mag, », v. B (1802), pag. 9, 256, 566; L. Kout, « Ann. d. Phys. », v, 83 (1910),
pag. 186; A, Rieni, « Nuovo Cimento », v. 16 (1918}, pag. 218; v. 18 (1919), p. 91,
v. 19 (1920), pag. 141; v. 21 (1921).

Per lo critiche che si concludono in senso favorevole si pud utilmente con-
sultare: M. v. Laun, <Ann. d, Phys.», v. 83 (1910}, pag. 186; « Phys. », Zeits,
v, 18 (1912), pag. 601 ; J, ViLey, «C. R.», 170 (1920), pag. 1175; 171 (1920), pag. 208;
A, MeTs, « G, R.» 178 (1924), pag. 314, 1275 ; G VavLe, «Nuovo Cimento » 2 (1926),

pag. 89, 171; R. J. Kennnoy, «Phys, Rev.», 47 {1936, pag. 965.

(*} R, J, Ernrmpy, «Phys. Rev.», 49 (1982), pag. 400.
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Nel ragionamento di Micurrsox e Moriey ¢’6 effettivamente un
punto debole. Supponiamo infatti di considerare il fenomeno dal punto
di vista. dell’osservatore mobile, ciod solidale con 'interferometro sup-
posto in moto rispetto all’etere. MichErson e MoRLEY presuppongono
implicitamente che il cammino geometrico dei raggi interferenti sia
il medesimo che si avrebbe se la terra fosse ferma rispetto all’ctere.
Tuttavia si pud dimostrare mediante una rigorosa applicazione del
principio di Huveunrns-F'resNEL che tale supposizione non & del tutto
esatta (*). I’angolo di riflessione su uno specchio mobile non dovrebbe
coincidere con quello previsto mediante le ben note leggi elementaxi,
ma dovrebbe differirne alquanto. La differenza peraltro (se valutate
dall’osservatore mobile} dovrebbe essere molto piccola e precisamente
dell’ordine di grandezza di (v/c)®. Poiché nel valutare la differenza di
fase delle onde interferemti bisogna tenere conto dei termini di que-
st'ordine di grandezza, sembra che 'approssimazione di Micuenson e
Morrey non sia lecita. A. Rien:, ad esompio, ritiene che, se si tiene
conto del valore esatto dell’angolo di riflessione, non si dovrebbe avere
lo spostamento di frange previsto da MicHELSON.

A tutte queste eritiche. a mostro avviso, si pud rispondere vitto-
riosamente, Aggiungiamo peraltro che, quando si vuole tenere conto
del valore esatic dell’angole di riflessione, i calcoli diventano in ogni
cagso molte complicati, e per conseguenza, anche quando si conclude
in favore della conclusione generalmente accettata, poco persuasivi,
Purtroppe & tanto facile in memorie molto lunghe, dove i calcoll sono
assal involutl, introdurre nascostamente qualche errore. Cid & infatti
accaduto (*).

(*) Si confrontino a questo riguarde le gih citate memorie di lonr, & RiGHL

(%) T.e memorie scritte & questo scopo sono molte ponderose. Per capire che
& facile errare nell'esecuzione di caleoli lunghi e complicati (a parte il giudizio
sui criteri adottatli) valgano i seguenti esempi. La memoria dianzi citata di Hicxs
comprende 32 pagine; eppure conclude con un paradosso. Secondoe guesto autore,
per spiegare l'esito nogativo deli’esperimento di MicupLson bisognerebbe ammet-
tere una dilatazione dei corpi nella direzione del movimento. Llerrore fu poi
riconoscinto dallo stesso autore dietro segnalazione di H. M. Macpowarn. [Cfr.
« Nature », v. 4D, p. 843 (1902)]. Ryaur (se ci riferiamo solo alle note pubblicate
sul «Nuovo Cimento»} ha woritto in complesso quasi un centinaio di pagine.
Ma secondo VaLum, vi sarebbero alecune sviste nei calcoli, correggendo le quali
sl riesce & provedors lo stesso spostamento celcolato da MICHELSON,
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A cid si aggiunga poi, per quanto possa apparire a prima vista
paradossale, che i calcoli cosi impostati sono anche incompleti. La cri-
tica del Rigmx, per quanto sotfo molti rispetti debba considerarsi assai
accurata, & infondata in guanto & male impostata.

La figura di interferenza che egli considera, non he nulla a che
vedere con quella considerata da MicHELSON. Ricu1, o con lui molti
altri, si limitano a considerare un’onda piana che incida sulla lamina
semiargentata facendo con la normale un angolo di 456° e qui si divide
in due onde rispettivamente trasmessa © riflessa, e successivamente
considerano le frange di intorferenza che darobbero queste due onde
dopo riflessione sul due specchi dellinterferometro supposti orientati
in modo da formare tra loro un angolo uguale o prossimo & 90°.
Anche semplificando in questo modo il problema, i calcoli sono abba-
stanza lunghi, Ma la figura considerata da MrcuuLsoN & ben diversa.
[ssa risulta dallinterferenza (dopo alcune riflessioni) di infinite onde
piane che incidono sulla lamina semiargentata con angoli diversi (seb-
bene il vettore di propagazione di clascunsa di esse sia contenuto cntro
un angolo solido Aw piccolissimo). 11 calcolo delle figure di interfe-
renza cho ne deriva, se eseguito con metodo di Riewus, sarebbe asso-
Jutamente proibitivo. Bisogna a questo scopo agire come ha agito
Mionzrsox, supporre ciod che il cammino geometrico (rispetito ell’os-
servatore mobile) non sia variato. Cid fatto, & naturalmente doveroso
chiedersi se Iapprossimazione adottata lecita. La risposta & afferma-
tiva. Tofatti un errore dellordine di grandezza di (v/c)? nell'apprezza-
mento degli angoli implica un errore di ordine superiore al secondo,
percid trageurabile, nella valutazione del ritardo di fase (*). Tuttavia
lo critiche menzionate proiettano qualche ombra sulla chiarezza del
ragionamento elementare che si fa abitualmente. Questo non & cosi
semplice come appare & prima vista. Si basa, almeno implicitamente,
su approssimazioni il euni uso occorre giustificare.

In ogni caso Ventitd delle approssimazioni adottate & valutate (sia.
dai fautori che dagli avversari dellefficacia probative dell’esperimento
di Micnrrsox) conformemente alle esigenze del principio di HuveHENS-
Frosyun, Sebbene a questo principlo non si possano muovere obbie-

() Cfr. R, J, KusneDy, « Phye. Rov. », 47 (1985), pap. 96b.
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zioni fondate, tuttavia esso costituisce un presupposto che & (nel caso
attuale) alquanto discutibile. Jd infatti:

@) O esso si introduce come un postulato, come si fa nei trat-
tati elemontari di ottica. '

b) Oppure si giustifica con la teoria elettronica di Lorentz.

Nel primo caso esso pud essere giustificato solo a posteriori, me-
diante la congruenza delle couseguenze da esso dedotte con la realts
concreta. Ma si deve tenere presente che, quando si deve tenere conto
di termini di second’ordine in (w/c)* V'entitd dell’effetto & molto infe-
riore all'approssimazione conseguibile in circostanze ordinarie. Non si
pud dire che il successo dell'applicazione del principio di Huveuexs
si ostenda tanto oltre da garantire la correttezza di previsioni cosi
delicate. Nel secondo caso & per lo meno falso quanto si asserisce da
taluni, che ciod i prineipi sui quali si tonda Vesperimento di Mrouur.
soN concernono solamente la propagazione della luce nel vuoto e non
il comportamento (che potrebbe essere alquanto oscuro) della materia
in moto.

A noi sembra che sarebbe molto opportunce modificare (se possi-
bile) lo stesso esperimento di MicueLson, in mode da eliminare l'in-
cognita che getta qualehe ombra su di esso: la legge della riflessione
su specchi in moto. Eliminare del tutto ogni riflessione non & possi-
bile. Ma si pud fare in modo che l'inedgnita {(I'angolo esatto di rifles-
sione) non pregiudichi alle previsioni teoriche. Cié & consentito, a
nostro avviso, da un uso appropristo dell’esperimento di KennEepy,
nel modo che vedremo.

3. ~ Il dispositivo adoperato nell’esperimento di Kenngpy & l'in-
terferomotro di Micuprsox ma con limportante differenza che qui i
bracei sono disuguali. La teoria elementare dell’esperimento di Mr
CHELSON & troppo nota perchd occorra soffermarci ad illustrarla, Tut-
tavia vogliamo riepilogarla brevissimamnente con l'unico scopo di fare
intendere il funzionamento dell’esperimento di Kewnepy. Siano A e B
due punti rigidamente collegati (sia ad csempio, A un punto della lamina
semiargentata @ B un punto di uno degli specchi riflettenti). Tutto
'apparecchio si sposti nell’etere con velocith v, Sia ¢ l'angolo che

=g



b2 PONTIFICIA ACADEMIA SCIEBNTIALRYM

formano i due vettori (B—A) o ». Allora si dimostra che il tempo oc-
>

corrente alla luce per il doppio percorso AB +BA & dato dalla formula:

. L2 VITEE
¢ i@

Questo tempo viene cosi & dipendere dalla velocita | v | e dall’an-
golo . Nell'esperimento di Miomurson si tenta di verificare la dipen-
denza da o, confrontando i tempi di percorso di due lunghezze uguali
formanti un angolo ¢ che & generalmente di 90°

La differenza (*)

e P2 i — —ne 3
2] Tap = Tpe = ﬁ V1 BEsin @ V1 pEeos®o

¢ 1=

dovrebbe variare orientando diversamente sul piano orizzontale tutto
Yapparecchio. T ben noto invece che non si & mal riusciti & consta-
tare questa previsione.

Questo esito negativo si spiega ammettendo la contrazione di Lo-
renrz, In conseguenza: L=1'}/1 — B cos’e

. _ sin ¢
|1n (P e l,/]. _‘{32 0082 (Pf
Quindi
3] S 2r 1
¢ 1 —p*
Da cui:
[4] Tap = Vac = 0

Tl compenso perd non avviene se 1 bracei dell’interferometro sono
disuguali, ossia se I, % lie
Sia Al la differenza. Allora:

24al 1
[5] Tap ™ Tag &= ”—“‘c sz

{1) Supponiamo che il vettore v giaccia nel primo definito dalle due rette

-+
parallele ai vettori (B — A) e (C— A).
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In questo caso si dovrebbe avere spostamento di frange dipen-
dente solo da | v | .

La verifica di questa conseguenza & immensamente pitt difficile.

Non giova infatti in questo caso rotare I'apparecchio di un an-
golo ¢ qualunque, poiché ,, —r,, non dipende dall’orientazione del-
Papparecchio.

Bisogna confrontare le fotografie dells figura d'interferenza otte-
nute con lo stesso apparecchio in identiche condizioni fisiche ed in
istanti diversi, quando presumibilmente Ia velocitd assoluta & cambiata.
L'operazione & difficile per due ragioni.

a) B arduo garantire la conservazione delle stesse condizioni
fisiche per un lungo periodo di tempo, ad esempio, parecchi mest,
fino a tal segno che gli inevitabili errori di osservazione siano infe-
riori al previsto spostamento di frange.

b) la distanze Al non puéd essere fatta troppo grande (nell’espe-
rienza di KENNEDY era solo di cireca em. 30) perché in caso diverso
sparisce la visibilitd delle frange,

Queste difficolts sono tuttavie superabili, come si pud vedere nel
citato articolo di XKewnmpy.

4. - Come abbiamo fatto osservare, KeNxNEDY presupponeva esistente
la contrazione di Lorentz, 6 voleva col suo esperimento mettere in
evidenza il rallentamento relativistico degli orologi.

Ma lesperimento si presta anche ad altre applicazioni. Suppo-
niamo infatti di ignorare la contrazione di Lomrexrz. In tal caso la for-
mola assegnante lo spostamento di frange sarebbe:

_2_ LV 1— B2sin®o — I, 1'1 — Brcosie
1—p

[1j Tan = Tac =

Queste formole presuppongono sempre che le leggi della rifles-
sione siano quelle normali, Ma supponiamo di non volere fare un atto
di fede nel principio di Huveuess-FrusweL.

Il mancato spostamento di frange, quando i bracel dellinterfe-
rometro sono uguali, si potrebbe attribuire, secondo Rieur, al fatto
che V'angolo di riflessione non & quello previsto da Mrourrsox e MorLey
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nei loro calcoli. Quantunque, vogliamo ripeterlo, il dubbio possa es-
sere oliminato mediante un’analisi accurata dei ragionamenti che fanno
gli oppositori, tuttavia concediamo pure che cid sia possibile.

Il dubbio pud essere superato, rendendoci inoltre indipendenti da
qualunque ipotesi, realizzando un esperimento differenziale nel modo

seguonte:
a '
A Vd
) <)
§ K S K" K
N S— i S—
a) é)

In figura sono schematizzati due interferometri. I.interferometro
b) differisce dall'interferometro a) in quanto lo specchio K'e piu di-
stante da 8’ che non K da S.

Per giudicare della differenze di comportamento dei due appa-
reechi basta notare che in ambedue icasi i cannocchiali P e P' fanno
convergere nel piano focale dell’obbiettivo, una infinita di onde piane
il oui vettore di propagazione & compreso entro un angolo solido Aw
piccolissimo. Tn entrambi i casi le onde elementari, prima di entrare
nel cannocehiale, hanno lo stesso vettore di propagazione. Infatti,
qualunque siano le leggi della riflessione, questa deve avvenire esat-
tamente allo stesso modo nei due casi. Infatti, Vangolo di incidenza
che lo corrispondenti onde elementari formano con le omologhe su-
perfici riflettenti dei due apparecchi non pud non essere ugusle.

L unica diversitd & costituita dalla differenza di fase. Infatti (prima
di entrare nell’obbiettivo del cannocchiale) le onde elementari (tra-
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smesse dalle lamine semiargentate S ed 8" hanno percorso un cammino
geometrico diverso, corrispondente alla doppia distenza tra K" e K.

Cié posto, supponiamo di volere da principio esperimentare con
'apparecchio a). Ammettiamo pure che con questo non debba aften-
dersi alecun spostamento di frange quando si fa rotare 'apparecchio
di 90° ovvero quando si ripete lesperimento in un tempo diverso,
quando la velocitd assoluta | » | & verosimilmente cambiata. Qua-
lungune sia il mofivo, Vesperienza ci dice che non si ha spostamento
di frange.

Ma questo implica (qui risiede essenzialmente la {orza della nostra
argomentazione), che ripetendo esperimenti consimili con Vapparec-
chio &) 'eventuale spostamento di frange pud essere previsto ignorvando
completamente il cammino comune ¢ considerando solo il cammino
supplementare.

La cosa & del tutto evidente nel caso particoiare che nel due espe-
rimenti la velocithd sia normale allo specchio K' ma sia diversa in
valore assoluto. In questo caso lo onde che seguono il cammino
SK + K'S dovrebbero giungere ail'obbiettivo del cannocchiale con un
ritardo dato da: gfm 11_{5_2 . Qui la considerazione del vero angolo
di riflessione non pud avere aleuna importanza.

Da queste considerazioni emerge chiaramente che il fatto di avere
avuto esito negativo tanto sperimentando nella forma @) che nella
forma b) dimostra sicuramente Vinsufficienza dells cinematica classica.
Questo dopplo insuceesso non pud essere spiegato in alecun modo in
base ad una presunta ignoranza del vero angolo di riflessione. Inoltre
ei si rende realmente indipendenti da qualunque ipotesi concernente
il comportamento della materia ¢ la sua interazione con la radiazione

elettromagnetica.
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IL FISICO TEDESCO GIORGIO MATTIA BOSE
E BENEDETTO XIV ()

ANGELOQ MERCATI

Accademico Pontiflcio Sopranwmerario

SvMmarivM, — Praeter complementa nonnulla ad «Lettere di scienziaki del-
PAychivio Vaticauo s, quas in Commentationum vol. VIT (1948) editae sunt, editur
epistola, observantime plena, a G. M. Bose, germanico physico protestantico,
praeclaro Universitatis Wittenbergensis magistro, seripta, quae, propter eximias
veverentine erga Summum Pontificem exhibitiones et liberam cogitandi ac sen-
tiendi rationewm, acriter reprehensa est ab Athenaeo illo protestantico, quod suos
sensus antiromanocs expressit. Lditur etinm benigna Summi Pontificis responsio,

Wirressere (1), la cittadina sassone, dove coll’affissione alla porta
del castello delle sue 95 tesi Lutero inizid la swa rottura con Roma
e dove circondato da venerazione era il suo sepolero, aveva fin dal
1502 la sua universita (*) colle quattro facoltd di teologia, di diritto,
di medicina e di filosofia, che duecento anni or sonc venne messa o
rumore per incidenti susecitati dall'umore ambizioso e che dovremo
dire strano, di un professore di fisica, G. M. Bost (%), che anche fuori

(*) Memoria presentata il 22 gennaie 1951,

(1} Officialmente dal 1922 detta <Lutherstadt Wittenberg >,

(?) W. Frizopexssuna, Geschichie der Universitdt Wittenbery, Halle a, 8, 1917,
Fu unita o quella di Halle ne} 1816,

{(*) Nacque a Lipsia il 22 settembre L710 o dal 173G era professore all’Uni-
versitsd di Wittenboerg: morird ai 17 di settembre del 1761 a Magdeburg, ove 1'ave-
vano trasportaty i prussiani come ostaggio il 26 agosto 1760 (allora egli era ret-
tore dell’universith} nelle vicissitudini della guerra del seffe anné (FRIEDBENSBURE,
op. cit., 520, n. 2; Allegemeine deutsche Biographie, 111, Leipzig 1876, 186; A, Her-
LER, Geschichie der Physik, 1I, Stuttgart 1884, 474 s.). Si occupd specialinente di

b Acte, vol. XV,
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di Germania godeva buona noméa scientifica, come minutamente espon-
gono le Actu historico-ecclesiastica (*) in una comunicazione sottoseritte
il 1° maggio 1752 dal « Decanus, Senior, und andere Professores der
theologischen Facultit zu Wittenberg », 1 quali non risparmiano pa-
role dure allindirizzo del professore, che sparse sui teologi di Wit-
tenberg il sospetto di volerlo limitare nella sua attivitd scientifica per
preoccupazioni ecclesiastiche (8). Costui che era anche socio dell’Istituto
di Bologna, aveva osato indirizzare addi 1° dicembre 1748 a Bene-
detto XTV, il Papa di Roma, una lettera tutba ammirazione, lode ed
ossequio, ed avutane una risposta dal cardinale Segretario di Stato
Silvio Valenti Gonzaga (%), n’aveva dato notizia in giornali di Lipsia,
pensando con oid, dicono i firmatarii, di accrescere la propria fama
mentre noi non possiamo comprendere come possa egli accordare col
giuramento de lui prestato on Libros. Symbolicos e specialmente in
Apticulos Smalcaldicos (*) 1 titoli nsuali dati al ricordato vescovo di
Roma. Poi il 1° maggio 1749, «in luogo sacro, nella chiesa accade-
_mica, nella qué.le, come b noto, ebbe il principio la benedetta riforma
od in tutta prossimith del sepolero det nostro beato Dr. Lutero »,
~tonne un discorso de Reclore servo servoruim sulla lettera di Bene-
detto X1V, contrario alla proposta di un altro professore dell’univer-

olottricith e fu lui ehe accese « colla scintilla la polvere da cannone» (Bnciclo-
pedia italiana, XXV, 578). V. un lungo elenco di sue pubblicazioni (i saecularia
Torvicelliana farono pubblicati anche nel tomo XXXIT deila Raccolta d’opuscoll
scientifici ¢ filologici del CaLosisrd, sul guale vedi L. PICOIONT, Il giornalismo
letterario tn Italia, Torino-Roma, 1890 passim) in Cafalogue général des livres im-
primés de la Bibliothogue Nationale de Paris. Auteurs, XVI, Paris 1903, 626-629.

(*) XVI (Weimar 1752-53), 756-788 : Der theologischen Facultul zu Wittenberg
Ablehnung derer wider dieselbe seithero ausgesireuten Unawahrheiten.

(%) Vedi FRIBDENSBURG, Op. cit., 614.

(") Nato in Mantova nel 1690, creato cardinale da Clements XII il 1¢ di-
cembre 1738, che morird a Viterbo il 28 agosto 1756, Segretario di Stato di Be-
nedetto XIV dall’inizio del pontificato (v. il bell’elogio di L. vox PasTOR, Storia
dei Papi, XVI, parte I, Roma 1983, 34 s.)

7) Aeta cit, 769, Invero non pub darsi maggior contrasto fra i titoli dati
dal Boge a Benedetto XIV e il traltamento fatto da Lutero al Papa nei suoi
Schmatkaldische Artilcel del 1687 (vedine I'edizione jn D. MarTin LuTHERS Werke.
Kritische Gesamtausgabe, B0, Band, Weimar 1914, 192 s5. ¢ 7. I'articolo su di
ogsi di Tm. KoLpm, in A. HAUCK, Realencylclopiidie [ir protestantische Theologie
und Iirche, XVII, Leipzig 1906, 640-645.
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sité che osava titulum, FPontificibus Romanorum Maximis a tot seculis
sacrum, privative quasi, et cum iure prohibendi, auferre nostrisque Recto-
ribus vindicare. Me tamen maxime contradicente, Me nempe omnium
minime decet haec temeritas, Me, quem Benedictus XIV suo nomine,
Su0 ussy exaratis literis, laureatis quast, triumphare permisit, quameis
nos  Wittembergenses ex 232 iam annis fatales successoribus scilicet
Petri of curiae Romanae. Nec tamen Magnus Lambertini, qua est in
wRIversos gratia, in me clementia inaudita, malam hoc vel ipse in partem
foret interpretaturus, si et amico meo adstipularer » (%),

L’universith e la facolth teologica mon presero dapprima provve-
dimentl contro questo « sconsideratissimo » (*) procedere del Bose,
me quando tra i forestieri si sparse la voce che a Wittenberg, ad
Uineres Lutheri, era stato tenuto un panegirico sl Papa di Roma, si
fece tutto il possibile per parare ogni ulteriore inquietante e nocivo
rumore. Appena infatti corse voce che il professore Bose aveva di
nuovo composto in onore di Benedetto XIV una serittura, con cul
nella sue funziowe di decano della facoltd filosofica voleva intimare
uua imminente promozione magistrale e che l'aveva data alla stampa,
¢, come parimenti dicevasi, intondeva mandarla subito a Roma col
mezzo degli Ifaliani intervenuti alla fiera lipsionse di capo d’anno, la
facoltd teologica che da precedenti fatti ers stata persuasa delle stra-
vaganze boseane e dells sua leggerezza religiosa, richiese, come era
suo dovere, all'accademia che si facesse communicare e sottomettere
alla censura il programma del Bose e tutto cid che riguardava il
Papa romano e le cose teologiche sub eventuali appellatione ad Potentis-
simum (10,

Il Bose, prevedendo che l'adulazione da lui fatta alla sede romans
non sarebbe rimasta in piedi nella censura, aveva mandato il suo
nuovo programma De Sesostridis Augusti et Benedicti XIV obelisco ()

{%) deta cit. 760 s. I 232 anni fatali per la cuia romana portano, dal 1749,
al 1517, Yanno in cui addi 81 otiobre, Lutero affisse alla porta del castello di
Wittenberg, lo sue 95 tesi.

(®) Acta cit, 61,

{39 Acia cit, 62,

(*'J Non ho potuto vedere la stampa di questo programuma, che nel Catelogue
eit. della Nagionale di Parigi, Auteurs, & detio {col. 626 s. e col titolo Commercium
epistolicum de Sesostridis Augusti et Benedicti XIV obeliseo) come uscito poi a
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al consiglio ecclesiastico regio in Dresda, ma per ordine superiore do-
vette in dicembre 1749 spedirlo all'university di Wittenberg, che lo
foce esaminare dal seniore della facolty filosofica, il quale ne cancelld
le lodi tributate al Papa romano. La facoltdh teneva a far notare che
da tutto risultava « da sb che 1°) Vordo theologorum non aveva mai pre-
sentato appello contro la stampa di soritti, inclusi anche guelli di
contenuto fisico e astronomico, senza esaminarli prima, come il signor
Prof . Bose per megzzo dei suoi buoni amici ha voluto dare a bere al
pubblico in varie gazzebte contro la verith ed a suo proprio disdoro;
9°) che né dalla corte né dalla universith non & stato mai proibito
semplicemente, molto meno gotto la pena di una alta multa, di stam-
pare o di distribuire lo spesso menzionato programma de Sesostridis
Augusti et Benedicti XTIV obelisco, come anche egli ha spesso divul-
gato o fatto divulgare in mala fede ed a dispetto del suoi superiori,
ma che gli & stato ordinato di non darlo alla stampa senza la debita
o consueta censura e che la stampa stessa di esso era stata solfanto

Greifswald nel 1769 a cura di Andrea Mayer, il matematico, agtronomo & cosmografo
nato ad Augsburg 1’8 giugno 1116, professore a Groifewald e che morira il 19 di-
cambro 1782 (dilyem. dewtsche Bivgraphie, XXI, Leipzig 1885, 87 8.), che le cit.
Aeta p. 771 e anche 85, definiscono « corrispondente » famigliave del Bose e che
rimproverano fortemente per il contegno tenuto favorevole ol Bose nei contrasti
coll’universith. Deve trattarsi dell’obelisco seavato a Roma sotto Benedetto XIV
nel 1748 presso la chiesa 4 8. Lorenzo in Lucina e che restaurato fu eretto
sotto Pio VI nolla Piazza di Montecitorio. Per imcarico di Benedetto XIV ne
diede una dotta illustrazione in latino e in italiano Lerundito fiorentino An-
cELo Maria Bawpiny De gbeliseo Cuesaris Augusti e Campt Martii ruderibus
nuper eruto commentarius, Romae 1760 (e v. su di esso A. Nippy, fLZoma nel-
Panne MDOCOCXXXVILL, parte IT antica, Roma 1833, 960-270; 8. BaLL. PLATNER-
A. Asuny, 4 lopographical dictionary of ancient Rome, Oxford 1929, 866 8.3
G. LueL1, I monuwmenti antichi di Roma e Suburbio, IIL; A traverso le Regioni,
Roma 1939, 191-194. Era stato eretto ds Psammetico II (anni 694689 a. G.), at-
tribuito a Sesotri e trasportato a Rome da Leontopoli il 10 a. C, sotto Augusto
che lo destind a gnomone di up solaritom nel Campo Marzio. In appendice al suo
de cbelisco it Baspint ha pubblicato diverse lettere di letterati o scienziati {come
il marchese Poleni, Scipione Maffei, L. A. Muratori, R. Boscovich} ad illustra-
zione di aleuni problemi guscitati dalla posizione deil’obelisco nel Campo Marzio
e I VIII® (& pp. LV-LVIL), data da Wittenberg 4 marzo 1749 non pubd essere che
dol nostro Giorgio Mattia Bose sebbene poco soattamente sia in titolata epistol.
Gerardi M. de Bose.
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rinviata fino & una ulteriore risoluzionc finale, o cho, siccome la pro-
mozione magistrale si avvicinava sempre piu, gli & stato ordinato di
scrivere intanto un altro programma ».

Non tardd ad avverarsi ui altro urto tra il Bose e la facoltd teo-
logica, pretendendo il professore che essa avesse ostacolato la diffu-
sione di osservazioni sue astronmomiche su eclissi di sole e di luna
del gennaio 1750, venendo ad aggravare la posizione il fatto che pren-
desse le difese del Bose la societd reale di Loudra, la quale rese di
pubblica ragione che «scripta pervenit haec cbservatio ad Regiam
Socictatem. Dignissimam eam iudicavimus, quae typis mandaretur,
quibus eam mandare celeberrimus observator non ausus esf, cum
Theologi Wittembergenses, utrum superstitione, an bile, moti, nescimus,
in Supremo Senatu Ecclesiastico, qui Dresdae est, eo rem redegerint,
ut et impressio ot distributio duarum eius proxime antecedentium ob-
servationum, ridicule sane ansu, ab eo sit prohibita. Nos hic, ubi tantos
Tyrannos Ecclesia non ferf, eam divinac Astromomiae cultoribus non
invidendum esse indicavimus. Londini die 24. Tulii MDCCL ». Natural-
mente la facoltd teologica oppose una smentita censurando il Bose ed
1 suoil sostenitori, ma poi tutto fini sotto il silenzio imposto alle parti

~dal re il 16 gennaio 1763 (1?),

Non sono a mia notizia altre beghe del generc nel seno della uni-
versith di Wittenberg occasionate dal Bose, che anzi in Nova acta
eruditorum pubblicati nel 1761 a pp. 514-620 & inserito un eclogio di
lui, in cui se ne fanno lodi anche in fatto di professione religiosa.

~ Non ho ancora potuto appurare se la lettera del Bose ¢ la risposta
del cardinale Valenti Gonzaga sia stata pubblicata nel hollore delle
controversie Wittenberghesi: importa sapere che loriginale della let-
tera del professore I'ho trovato in un volume di recente formazione
delle Lefiere di Particolari degli anni 1701-1749, mentre la minute
della risposta & nel vol, 108 delle Epistulae ad Principes.

Non pud recar meraviglia che anche un protestante tedesco abbia
espresso sentimenti di viva simpatia per Benedetto XIV, essendo noto
quanto egli abbia fatto per l'incremento dato alle scienze ed all'arte

{**}- FRIEDEXSBURG, op. cit., 614, n. 2,
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e quali fossero le sue relazioni cogli serittori del suo termpo, che l'ap-
prezzavano molto (**).

Teco ora il testo dei due documenti che diedero occasione alla
riferita polemica, la quale rimane una luminosa testimonianza del fa-
soino escrcitato sugli intellettuali dal Papa Tambertini cultore degli
sbudi o del gretto spirito antiromano di certi circoli oltramontani.

Beatissime Pator, Serenissime Princeps, Celsissime Domine.

Miraberis procul dubio, Celsissime Domine audacinm hominis, in
ultimo quasi Saxoniac angulo haerentis, sed ad TE sustinentis literas
oxarare. Novi istud diserimen, quo Solium a sehola, Purpura ab arena,
TRoma Wittembergd, et Pontifex Maximus, Cui vel Reges cedunt dextram,
o professore distat; novi istud discrimen, est enim infinitum. Novi
attamen, et Castam Minervam ad Ipsius Pontificis Maximi admibti
Thronum. Quis enim Apollinis Lambertini opera non noverit? dura-
tura per secula, ot ipsa superbae Memphis miracula, et ipsum porphy-
ritam, et ipsum granitum victura aeternitate? Differt equidem haec
mea quam colo physica et mathesis, mirum quantum a magnis istis
negotiis, quac Magno Tambertino debent acternifatem mutuo Eundem
Tmmortalem veddentia. Nec tamern ab hisce meis studiis, Pontificem
Maximum, omnium studiorum Iudicem maxime competentem, plane
abhorrere crediderim; nec ego inter meos plane inops habeor omnis
literaturae humanioris. Audeo proin, ast quanto pudore! sacro certe
afflatus tremore audeo, TIBI, Beatissime Pater, hoc meum specimen (**),

{*3) Vedi la seconda parte del cap. IIL del vol, XVI, parte I della cit, Storia
dei Papi di L, vou PasrTox.

{4) Non so irndicare la pubblicazione (Benedetto XIV fa menzione di aleune
opere stampate e di Hbr, specificando trattarsi di argomenti fisiei, astronomici e
matematici) mandate al Papa, ma si trata cortamento delle nltime rese di pub-
blica ragicno ed allora vengono in campo la observatio eclipseos funaris portialis
habita Wittembergae, 1748 die 8 el 9 augusti, Wittembergae 1748, e De Osyman-
dyae cireulo aureo disserit, simul ad capessendos honores in philopophia sum-
wmos et louream poecticam huwmanissime invitat Geones Maruras Boss, Lipsiae,
1749 (Catalogue cit. della Nationale de Paris, vol. cit. 627, 828). Per il cireulus
aureus del farsone Osimandia deseritto da Diodoro Sweulo {Bibliotheca historica,
Hbro T, 49, ed. di L. Dvpoge-C. MifLLen, Parisiis 1878, 41 e di . Voour, Lipsiae
1888, 85 8.) vedi M. PropeR, articolo Osymandyas in PAULYS Realencyclopidic
der classischen Altertumswissensehaft, newe Bearbeituny a5 G, Wissowa- W, KnoLL-
K, MirtsLsaus, XVIIL 1, Stuttgart 1943, 1854-56,
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quo forsen plurimum excitavi rumoris in imperio literario, devotissima
offerre pietate. Nec id quidem auderem, nisi Immortalis ista Academia
Bononiensis Benedictina (*%), 0 duleissimi nominis! me inter academicos
= recipere fnisset dignata. Hac Aegide tutus, mearum existimavi, com-

muni, ot Academiase, et omnis Eruditionis Tutamini

Nam spes, et ratio studii Pontifice tantum.
Solus enim tristes hac tempestate Camenas
Respicit (*9).

hoc Seurelzg et latpele; meae testimonium profundissimo dedicare
cultu. Hee unico contentus, hoc unicum in votis habens, ut aliquando
erudiar, Summum Pontificem imum meum zelum, sed pium, sed inge-
nuum, sed sincerum non plane aspernari.

Cam tot sustineas, et tanta negotin solus,
Res Italas sanctas tuteris, moribus ornes,
Legibus emendes: in publica commoda peccem,
Si longo sermone morer TVA tempora, Magne!

Contrahenda proin vola. Faxit proin Summum Numen, quo floreas
dintissime populi Salus, Musarum Apollo, scientiarum Director. Per-
mitte emori, inter devotissimos clientes,

Beatissime Pater, Celsissime Domine Beatissimi TVI Numinis,

Wittembergae Sax: | Calend. Dec, |
CID ID COXXXX VIIL |

humillimum servum
perpetuum adoratorem
G. M. Bose

(1) Per l'accademia delle acienze dell'lstituto d&i Bologna vedi M. Mavyrux-
pER, Sforia delle uccademie d'Italia, V, Bologna 1930, 126-128; L. SiMuon), Storia
dell’université di Bologna, 11, L'etd moderna, Bologna 1940, 124-127.

{16) Questi ¢ gli altri versi che seguono non saranno citazioni da altri, ma sapgl
del Bose che dilettavasi di poesia (v. anche il titolo 4i un suo Javore in nota 14) o nel
1744 aveva composto un poema in due libri sull’slettricitd, che nel 1754 fu tradotto
in francese .da iui stesso secondo quanto dice ’Allgem. deulsche Biographie, loc.
eit,, e che nel Calalogue cit. dolla Nazionale di Parigt ha il titolo: L’electricitd,
som ariine ot ses progres, podme en dewwx livres par Mr. Gronoe Marmias Boss,
Tradutt de I’ Aliemand par Mr. Pabbé JosnpH-ANTOING DE O***, Leipsic 1754,
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Tyvi unito un foglio nol quale Benedetto XIV per mano d’altri
ha in data del 17 gennaio 1749 impartito questa istruzione, che lascia
a desiderare quanto alla sintassi (*'):

« Mandismo a Mons® Tmaldi 'annessa Lettera che ci viene seritta
da un certo Gorgio Mastia Bose, autore Eretico, che ci ha mandato
ancora alcune sue Opere stampate. Ksse sono in materia fisica, ed
astronomica. 1t d’uopo ringraziarlo, e lodarlo del suo valore, e che
quando esso mnon abbia mandato a Bologna ai Professori dell’Acca-
demia Benedettina, fra guali esso ¢ con nostra consolazione aggrogato,
sard cura nostra trasmettergli gli esemplari che esso ¢i ha mandatbi.
La lottera deve scriversi in Lingus Latina, ed in nome del Cardinale
Segretario di Stato. Con che cte. ».

T 'Emaldi stese una risposta del seguente tenorce:

« Georgeo Matthiae Bosae Professori ‘Wittembergensi in Saxonia
Wittembergam Sax.

(*7) Tommaso Antonio Emaldi di Luge di Romagna, sagretario delle Jettero
latine sobto Benedetto XIV ¢ poi sotto Clemente XITI sogrotario delle lettere ad
Prinsipes, canonico del Laterano, morto o 56 anni il 1° luglio 1762 e sepolto
nello chiesa di S. Sabina all’Aventino, ove lo ricordano una semplice iscrizione
dottata da lui od un’altra pidt esplicita dedicatagli dal fratello, che si possono
loggere presso V. FononnLa, Tseriziont delle chiese ... di Roma, VIL, Roma 1876,
121 od I. I. Buwramms, L'église de Sainte-Sabine, Rome 1910, 474, La seconda da
Pindicato eurriculum vitae e fa conoscoere l'errore in eui & caduto I, M. Renazzi,
Storia dell’wniversitd degli studj di Roma, 1V, Roma 1806, 86, affermando che
agiunse ad estrema vecchiezza» 6 che fu soppellito a) Laterano. Dal RENAZEL
sappizmo che nel 1728 «ebbe la cattodra logale» della Sapienza di Roma. Nel
Diario ordinario {Chracas), ne 7020 del 3 luglio 1762, p. 14, & data ln notizia
dolla morts dell’ Emaldi in eth di 56 anni ¢ nel n° 7023 del 10 luglio seguente,
quella dei funerali colebrati ai §9. Vincenzo od Anastasio a Trevi e della sepol-
tura a S. Sabina. Beaedetto XIV lo stimava molto, come risuita dalle sue lettere
al cardinale do Tencin. Scrivendogli i1 10 marzo 1745 'informava che l'orazione
funcehre per ’imperatore Carlo VI sarebbe tenuts dajl’Emaldi « camerier seoret
{eosi nella versione francese datans deil’editore], gui non seulement est un homme
de grand talont, mais qui connaissait trés bien le défunt, ayant été collbgue du
cardinal Dorin dans sa mission extraordinaire envoyée & la derniére Didte, ot
en outre ayant été internonce i Munich avant DParrivée A ce poste de M. Stop-
pani» (B DE HOBOKEREX, Correspondance de Benott XIV, 1, Paris 1912, 183),
Bd il 19 maggio 1756 lo definisce «un homme Grds instruit, écrivant bien»
(ibid. 1T, 500: a pp. 815 e 400 v, cirea Dinteressamento del Papa per la conces-
gione da parte del ve di Franeia del canonicato del Laterano all’ Emaldi).
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Perillustris et Fxcel. Domine

Plurimum semper litteras omnes dilexit, coluitque Benedictus XTIV
supremae Romanae Cathedrae Pontifex: quamvis enim gravissimis e-
clesine muneribus totius vitae cursu implicitus Foclesiastica studia
praebulerit, ut plura testantur ejusdem iterum, ac tertio in lucem pro-
lata volumina, nihilominus tamen quantum reliquas etiam liberales artes
prosequatur, et quasi gerat in sinu pluribus saepenumero ostendit, prae-
cipue vero in Benedictina DBononiensi Academia amplissimis mune-
ribus, insignibus aedificiis, et pretiosa cujuscumque eruditionis supel-
lectile ab codem sic locupletata, et aucta, ubt tamquam novus instau-
rator merito habeatur et audiat. Quibus de causis non est cur dubites,
quin librorum tuoruni, etsi de Phisicis, et Mathematicis rebus tractan-
tium tam comiter oblatum gibi munus lubenti, et grato exciperit [cor-
retto da «excipiat»] animo. Nec minori cumdem affecit gaudio tuls
ex litteris intelligere clarnm virum editis jam operibus in litteraria
republica notum in albo suae Benedictinae Bononiensis Accademiae
adseriptum, in eum, videlicet, litteratorum hominum conventum adsci-
tum, gquem ipse in dies honestat, atque amantissime respicit. Quamo-
brem secum statuit ilue litterarium fuwum munusg transmittere, si li-
brorum tuorum copia Accademiae illi facta adhue non fuerit, ut in
ejus, quam ipse extruxit, Bibliothecae pluteis recondantur, asserven-
turque, et studiosis omnibus incitamento, et usui sint ad illas scientias
alacrius excolendas. Haec Sanctissimus Pater mihi in mandatis dedit
ut tibi suo nomine significarem: interea uberem tibi Caelo felicitatem
APProcor.

Romae [I1 Kal. Februar., 1749,
Ad officia».

Cosl la bella copia in un fascicolo del t. 108 delle Epistulae ad
Principes, ove in un altro faseicole ¢’¢ anche la minuta, che ha, nel-
Pindirizzo, « Bose » o poi le lezioni «exceperit », «illi per Te adhue
facta non fuerit» e «de [e pare che prima fosse ‘a’] Caelo felicita-
tem apprecor ». I’Emaldi aveva preparata la risposta nella seguente
forma:

« Per Tlustris et Excellens Domine

Cum supremae Romanae Cathedrae Pontifex Benedictus XIV. ma-
xime qua pollet Ingenii vi diuturnaque totius vitae exercitatione literas
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omnes dilexerit atque coluerit semper, cujuscumque otlam generis
literatos viros in pretio habuit, atque benevolentia esh prosequutus,
quamvis enim Eecclesiasticis studijs, atque laboribus semper implicitus
ut plura testantur in lucem iterum ac tertio prolata ejusdem volumina,
nihilosecius tamen gquantum alias quoque liberales artes foveat et quasi
{n sinu gerat plurimus [sic] jam ostendit praesertim vero in Benedictina
Bononiensi Accademia insignibus aedificiis, pretiosis muneribus et mui-
tiplici codicum supellectile locupletata, et aucta, adso ut novus illius
instaurator jure habeatur et audiat, quibus ex causis dubitare mi-
nime debes vir clarissime, quin libros tuos de Phisicis, et Asgtrono-
micis rebus egrogie tractantes, ipsi tam comiter oblatos lubentissime
excoperit ». Segue « Nec minori » sino alla fine. Lia forma « Plurimum »
della bella copia & scritta a lato della « Cum supremae » ¢ la seconda
parola «semper » che v'era stata cancellats vi & restituita interlinear-
mente e parrcbbe di mano del Papa.

#od

La precedente comunicazione sul Bose & un complemento alle
Lettere di scienziati dall’ Avchivio segreto Vaticano, cho ho pubblicate
nelle Commentationes delY Accademia, V (1941), 61208, con appendice
in VII (1943), 867-881. Altre ne ho incontrate di poi, ma, perché ora
non mi & pilt molto agevole approntarne come si dovrebbe l'edizione,
le segnalo qui all'atbenzione degli studiosi, che potrebbero avervi in-
teressamento.

Sono altri tre scienziati, che hanno avuto relazionl epistolari colla

g, Sede:

1%y Donati Vitaliano, nato a Padova 5 (non 8) dicembre 1717,
+ nel passaggio marittimo da Mascate o Calicut il 27 febbraio 1762.
Accompagnd a Roma il marchese Poleni quando vi fu chiamato da
Benedetto X1V per occuparsi della Cupola di 5. Pietro (v. Commen-
tationes cit., V, 101, 121). Professore di botanica all'universitd di To-
rino, fu mandato da Carlo Emanuele 111, re di Sardegna, in Oriente
a capo di una spedizione che aveva « l'incarico di eseguire importanti
collezioni di storia naturale, di studiare le condizioni agricole, com-
mereiali o industriali dei vari paesi, dovendosi poi, in base a queste
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condizioni, studiare il mezzo di migliorare quelle del regno di Sar-
degna ». 1’11 aprile 1769 il Donati scrisse al segretario di Stato di
Clemente XITI, cardinale L. M. Torrigiani (v. Commentationes cit., V,
178), che «avendo avuto ordine da 8. M. il Re di Sardegna ... di dover
passare per via deli’ Egitto, o della Persia all’ fudie orientali, ed al
ritorno fare il giro dell’Africa e cid per raccogliere quanto appar-
tenere possa alla Botanica, ed alla Storia Naturale, dovrd io passare
in paesi barbari bensi, ma ne quali non mancano catolici religiosi, e
sommamente interessati nell’adempimento de voleri di Nfostro} S[i-
gnore] », si permetteva di supplicarlo ad impretrargli dal Papa «un
qualche Passaporto, o raccomandazione » e d’ottenere « se fla possibile
alcuna commissione, per cui con tutto il vigore impiegherei le mie
poche forze in servizio ed obbedienza religiosissima della medesima
S[ua [Santita].» (Lettere di Particolari, tomo 236, £ 179). B il cardi-
nale il 28 aprile seguente rispose che il Papa applaudiva al buon
gusto di Sua Maesta e che si mandavano le raccomandazioni (Lett, di
Part., tomo 314). Sul Donati v. nel Cosmos di G. Cora, XTI (1894-96),
270-313 e 820-355, P. RuveLwr, Il viaggio in Oriente di V. Donati; poi
v. P. Barocuriy, 1T viaggio del Dottor V. Donati in Oriente (1759-62)
tn relazione colle prime origini del Museo egiziano di Torine, in Atti
della R. Accademia delle scienze di Torino, XLVI (1911.12), 411-425.

29) il celebre astronomo GHuseppe-Girolamo Le Francais de La-
lande, nato & Bourg-en-Bresse ’111uglio 1782 4 a Parigi il 4 aprile 1807,
ritornato da Roma scrive da Lione i1l 7 gennaio 1765 al cardinale
Torrigiani che egli non poteva «songer sans la plug tendre émotion
a la maniere dont elle [sua Santitd) a daigné me recevoir » (ZLettere
di Partic., tomo 241, . B), aggiungendo: « je voudrois étre chaque jour
a portée et de me prosterner a ses pieds pour y renouveller les prote-
stations de mon attachement inviolable pour le Saint Siege, of pour
la personne sacrée de notre Saint pere considerde et spirituellement
ot temporellement » o che recandosi entro quindici giorni a Parigi
vi eseguira gli ordini avuti dal Papa a favore dell’arcivescovo: il
cardinale ai 22 di gennaio seguente gli risponde (Lettere di Partico-
lari, tomo 316) che il Papa aveva gradito i sentimenti espressi. Sul
de Liaxlande v. Nouwvelle biographie générale, XXX, Paris 1859, 948-953.
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3°) Claudio-Leopoldo (enneté, nato presso Nancy il 3 gen-
naio 1706, % a Nancy il 21 aprile 1782, « physicien et mécanicien »
( Nouvelle biographie géndrale, XIX, Paris, 1857, 92bs.), inventore anche
di apparecchi per stabilire buona ventilazione negli ospedali, & pre-
gente con quattro lettere:

a) il 4 luglio 1863 « Genneté premier physicien de I’ Empereur »
(Francesco 1 di Lorena), da Parigi «a 'Hotel du cheval noir, rue de
I'hirondelle » serive al cardinale Torrigiani di un ponte di legname
da lui inventato e di cui ha mandato un modello all’imperatare pro-
ponendone un sltro modello por il Papa, che cederebbe per 160 luigi.
« Jo m’adresse pour cela au chef visible de I'Eglise, qui est en méme
tems le Protecteur des Arts, par ce quil n'y a que les souverains,
qui les aiment » (Lettere d&i Partic., tomo 2388, f. 149 s.), ricevendo
risposta del 20 luglio (Lettere di Partic., tomo 31B), in cul & detto
che «louvrage fait certaiment honneur a vos talens, mais comme
nous sommes dans 'usage de construire icy des Ponts stables et de
pierres. ... toute autre methode devient par consequent inutile », perd
ringrazia (nel Catalogue cit. des imprimds de la Bibl. Nationale de Paris,
auteurs, LVIIL, Paris, 1914, 1159 & notata la pubblicazione del GEx-
Nwms, Pont de bois de charpente horizontal, sans piles ni chevalets ou
autres appuis que ses deww culdes, Nancy 1770;

b) del 30 agosto 1867 (Lettere dé Partic., tomo 242, f. 188) &
" un biglietto del G. al cardinale Torrigiani, col quale gli manda un
suo libro, ehe & «sur la purification de l'air oroupissant » (« dans les
hopitaux, les prisons, et les vajssaux de mer » stampato & Naney 1767:
v. Catalogue cit., 1159) e di cui il cardinale lo ringrazia il 23 set-
tembre (Lettere di Partic., tomo 816);

¢) da Naney 19 novembre 1767 il &. raccomanda al cardinale
Torrigiani un suo amico prete per un canonicato a Toul o a Metz
(Lettere di Partic., tomo 249, f. 236), ricevendone la risposta (Let-
tese di Partic., tomo 816) del 16 dicembre 1767 che « i cela depen-
doit de moi, vous pourriez compter la chose faite, mais ces matieres
nletant point de mes departemens, il ne me reste qne le deplaisir de
ne pouvoir pas contribuer & Vaccomplissoment de votre satisfaction »;

d) da Nancy 12 aprile 1776 il G. invia al Papa un suo libro
sulle Veines de howilles ou charbons de terre ef leur exploitation (stam-
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pato a Nancy nel 1774 : v, Catalogue cit., 1168) prospettando lescava-
zione di quelle dello Stato pontificio (Letlere di Partic., tomo 254,
p. 96), ricevendo risposta del 17 maggio secondo la quale il Papa ha
gradito le notizie relative alle mines de houille e Vopera inviata e
manda I'apostolica benedizione (Letfere di Partic., tomo 322).

Hlenco inoltre alcune lettere della Segreteria di Stato a diversi
scienziati siccome quelle che illuminano alcuni punti della loro vita,

In Lettere di Partic., tomo 317, & una lettera del 13 dicembre 1768,
che completa quanto ho seriite a p. 177, n. 1 sull’episodio del duello
sostenuto dal Dolomieu {Commentationes ¢it., V). Al medesimo a Pa-
rigi & diretta un’altra lettera del 17 febbraioc 1787 (Lettere di Partic.,
tomo 884); & appellate «commandeur de l'ordre del Malthe. — Nel
tomo 318 & la minuta di una lettera del 26 luglio 1762 alla celebre
Laura M. C. Bassi Verati (nata a Bologna 29 oftobre 1711, + 20 feb-
braio 1778; vedi G. Fanrvazi, Notizie degli scrittori bolognesi, 1, Bo-
gna 1781, 386-391), — Nei tomi 323 o 324 sono due lettore (14 feb-
braio 1776 e 12 febbraio 1777) allo Scolopio ¥Fr. M. Gaudio (vedi
Commentationes oit. V, 190 s., nota 17 in tomo 258, f. 63 la lettera
del Gaudio del 30 gennaio 1777, alla. quale si risponde). — Nel 1941
fu donato ail'Archivio Vaticano un manoseritto intitolato Sommario
della relazione sopra I’ Emissario del Lago Trasimeno, che al n° IX pre-
senta una relazione ¢ piano del P. Gaudio sopra U'Emissario del Trasi-
meno o al n° X Pianta e Profilo dell’ Emissario del Trasimeno formato
dal Podre Gaudio con la dimostrazione tanto nel primo aspetio, quanto
nella variata esecuzione di esso. — Una lettera ad Fustachio Zanotti
(v. Commentationes, ibid., 135) del 27 maggio 1780 & nel tomo 327
o risponde ad una del Zanotti, che & in tomo 268, £.121 e due al Calindri
(v. Commentationes cit., ibid,, 186 ss.}, del 2 novembre 178b, respon-
siva. a una del Calindri del 26 ottobre 1785 in tomo 269, p. 259, che
ho pubblicata in Commentationes cit., V,199 5. e del 17 febbraio 1787
(non ho trovato la lettera del Calindri, a cui rispende, ma loc. eit.,
200 s., ho dato una sua lettera del 26 maggio 1787) sono nei tomi
382 e 384, seguite da una terza dell’ll febbraio 1789 nel tomo 336
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e da una quarta dell’ll gennaio 1797 nel tomo 342. Finalmente il
tomo 838 offre la minuta d'una lettera del cardinale de Zelada se-
grotario di stato di Pio VIal «sig. Dott" Sebastiano Canterzani [vedi
Commentationes cit., V, 184 s.] segretario dell’ Accademia dell’lstituto »
di Bologna, colla quale in data del 19 gennaio 1791 gli comunica che
il Papa compiaciutosi « di leggere Y'una, ¢ I'altra [ciod, la nota dedica
alla Santithy Sua del scttimo tomo degli Atti di cotesta celebre Acca-
demia dell’Istituto, ¢ I'Introduzione alla storia dell’Istituto che sard
compresa nel Tomo medesimo »] non ha incontrata difficolta ad accon-
sentire, che V. 8. possa liberamente farla stampare » (risponde & questa
lettera il Canterzani colla sua del 26 gennaio 1791, che ho pubblicata
in Commentationes loc. eit.).
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KEIN VORSCHLAG ZUR EMPIRISCHEN REDUKTION
VON SPEKTRALVERTEILUNGEN (9

von JOSEPH JUNKES S. 7,

SvMMARIVM, ~ Proponitur methodus ad reducendas distributiones frequen-
tiarum spociralium ideata. Methodi ordinariae theorise eorrelationis iam diu cuam
hono exitu adhibentur ad reducendas classes spoctrales unius systomatis ad classes
alterins, Quum theoria corrslationis ad talem reductionem media non suppetat,
proponitur nova methodus per modum experimenti. Quamvis solutio preblematis
quae proponitar vigorosa nonm sit, haec approximatio tamen ad solvenda proble-
mata in praxi oceurrentia sufficiens esso videtur. '

Die gewohnlichen Methoden der Korrelationstheorie werden schon
lange und mit Krfolg bentitzt, um Spektralangaben eines Speliral-
systems auf ein anderes Spektralsystem zu reduzieren. Solange es sich
nur um Beziehungen zwischen den Spektralklassen selbst handelt,
findet man auch mit diesen Methoden das Auslangen.

Doch sieht sich der Stellarstatistiker hiufig vor die Aufgabe ge-
stellt, die relative Verteilung der Hiufigheiten der Spektralklassen in
verschiedenen Himmelsgegenden und Helligkeitsbercichen ebenfalls
von einem Spektralsystem auf ein anderes zu tbertragen, und muf
leider foststellen da8 fur eine solche Reduktion ihm die Kerrelations-
theorie keine Mittel an die Hand gibt. Deshalb wird hier ein Ver-
fahren versuchsweise vorgelegt, das solche Uberginge ermiglichen soll.

(*) Nota preventiva presentata dall’Accedemico Pontificio Soprannumerario
Rev, P. Johan Stein 8.J. il 22 novembre 1951,

6 Aeta, vol. XV.
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Eine allseitig befriedigende Lidsung des Problems wurde aller-
dings nicht gefunden. Immerhin scheint das vorgeschlagene Néherungs-
verfahren zur Losung praktischer Aufgaben brauchbar zu sein.

Die Bezichungen zwischen zwel verschiedenen Spektralsystemen
werden gewdhnlich dargestellt dureh « Streutafeln s, die die Haufig-
koiten a, des Zusammentreffens einer Speldralschitzung S n Sy-
stom S mit einer Schitzung S, im Spekiralsystem S angeben.

Die Summen der Spalten bezw. der Reihen ergeben dann die
entsprechenden Haufigkeiten der Spektralklassen im einen System
(8t} bezw. im zweiten S,

Bine cingehende Analyse der einer solchen Streutafel zugrunde
legenden Funktionen fordert zunichst ein konstantes Flement zutage:
die Grundhaltung der Beobachter, wie sie sich aufert in der eigen-
timlichen Auffassung der Spekiraltypen und den jedem eigenen Beo-
bachtungsfehlern; sodann aber auch ein verdnderliches : die objektive
Haufigkeitsverteiling der zur Untersuchung stehenden Objekte, die
wochselt je nach Himmelsgegend oder Helligkeitsbereich. Streutafeln,
die dieselben Spektralsysteme miteinander verkniipfen, sich aber in
der Hiufigkeitsverteilung der Spektralklassen unterscheiden, nennen
wir «isogene » Streutafeln, und die gestelite Aufgabe hesteht nun
darin, zu einer gegebenen Spekiralstreutafel eine ihr isogene zu suchen,
deren Klassenhaufigkeiten in einem bestimmtien System einer vorge-
gebenen Verteilung entspricht.

Die Aufgabe liBt sich strenge nur losen, wenn ebensoviele von
einander unabhingige isogene Streutafeln vorhanden sind als Spektral-
Jlassen. Mit den Angaben der Aufgabestellung allein la8t sich nur eine
Niherung erreichen, wenn die Reduktionsfaktoren, mit denen die Iile-
mente der gegebenen Streutafel zu multiplizieren sind, so bestimmt
werden, daB die beiden Bedingungsn erfillt sind:

1. Die Reduktionsfaktoren fiir die Nebenfrequenzen an (k= ¢) sind
das geometrische Mittel der Rednktionsfaktoren fiir die zugehdrigen
Hauptfrequenzen a; und au.

9. Die cntsprechende Multiplikation der Irequenzen der Streu-
tafel mit diesen Roduktionsfaktoren muf die gewinschte Haufigkeits-
verteitung der Spektralklassen bewirken.

An Hand kiinstlich konstruierter Streutafeln - die tibrigens
verhiltnismaBig sehr schlechten Beobachtungsbedingungen in der
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Praxis entsprochen diirften — kann gezeigt werden, daB dieses Ver-
fahren die wirklichen Verhiltnisse mit einer Grenaunigkeit von==2—3°/,
wiederzugeben vermag, eine Leistung, die fiir praktische Aufgaben
vollstindig geniigen wird.

Auch die Bestimmung von Regressionskurnen zum Ubergang von
einem Spektralsystem zum andern gewinnt, wenn fiir ihre Ableitung
durch das Verfahren « normalisierte » Tafeln von « Grundfrequenzen »
oder deren Mittel beniitzt werden: das sind Streutafeln, fur die die
Klassenhiufigkeiten in dem einen oder anderen System zur Einheit
reduziert wurden.

Zar Vereinfachung der sonst umstindlichen Berechnung der Re-
duktionsfaktoren, die bei n Spektralklassen zu Gleichungen n** Grades
fithrs, kann man sich schrittwelser Niberungsverfahren bedienen, von
denen zwei vorgelegt werden, die sich praktisch bewihrt haben.

Die Spektraluntersuchungen von den schwedisehen Astronomen
ScHALEN, WERNBKRG und VANAs, die ihre Spektralangaben mit denen
des Ilenry Draper Catalogue und der Henry Draper Extension ge-
trennt verglichen haben, bieten eine erwiinschte Gelegenheit zu einer
praktisehen Anwendung des Verfahrens: einmal zur Berechnung der
« normalisierten » Streutafeln der Grondfrequenzen, dann aber auch,
um die wenig bekannten Bezishungen zwischen den beiden Harvard-
systemen dber eine Streutafel genauer darzustellen. Dabei gelingt es
allerdings nicht, vollstindige Streutafeln aufzusteller, sondern man
mufl sich mit Tafeln «minimaler » Streuungen begniigen, die wir
« Rumpffrequenz» - Tafeln nennen, und mit denen sich doch immer
noch Genaunigkeiten bis zu = 4 — 5%/, erreichen lassen diirften bei Re-
duktionen der vorgeschlagenen Art.

Zum SchluB mbge noch einmal darauf hingewiesen werden, dafl
es sich um ein Niherungsverfahren handelt, das hier vorgeschlagen
wurde, und daBl sich die Methode wahrscheinlich noch verbessern
lassen diirfte durch bessere Vorsehriften fiir die Bildung der Reduk-
tionsfaktoren. Weitere Versuche in dieser Richtung wiren angesichts
der Bedeutung des Problems — wahrscheinlich auch fiir andere Zweige
der Statistik — wohl erwiinscht.
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EQUAZIONI INTEGRALI A NUCLEI SOMMABILI

GIULIO PLATONLE

SyuMmanrivM. — Resolvit Auctor integrales aequationes primae, secundae, et
tertine speciei [ad complexum lebesghianum I, limitatur vel non limitatumm,
spatii euclidel S¥:=(y;, Y2, ..., ¥») extensas], gquatenus nucleus sit productus
functionis I, x(y) pseudolimitatae in sensu stricto per functionem summobilem
A (y); prasterea determinat lebesghianum exclusionis solutionum, Quod ad eas ae-
quationes evolvit Aunctor theoriam a FrEDHOLM propesitam. :

(GENERALITA E POSIZIONE DEL PROBLEMA

1, - Nella fisica malematica si incontrano sovente equazioni inte-
grali a nuclei singolari ed & noto che gueste sono state risolte in casi
particolari (trattati con metodi differenti e laboriosi, quantunque ge-
niali) e solo nelle ipotesi che i nuclel iterati, oltre ad essere somma-
bili, risultino definitivamente limitati (*).

Dall’esame della letteratura su tale argomento risulta che, pure
essendosi conseguiti in altre direzioni notevoli progressi (*), finora ~ a
quanto mi consta - nessun risultato positivo di carattere gencrale
& stato raggiunto nel caso di nuclei illimitati sommabili ossia di

classe C[1] ().

(*) Nota presentata dell’Accademico Pontificio 8. E. Ugo Amaldi il 17 feb-
braio 1958.

(1) Vedi per csempio i lavori di Apen, Burranp, CARLEMANN, Evans, Beo-
rorr, FPonraprpits Frupuwony, Grearo, Livvinoe, Miranpa, Powbs, Pioarp, P
coni, PoiNcars, Soxsivo, Tricoml, VitLaRr, Vourerra, WEYL, ece,

(&) Vedi i lavori di CarLemany, Cimino, Hinpere, Girarp, Hione e Ta-
MARKIN, VOLTERRA, occ.

(%) Seguendo Picowm con C,8] rappresento ia classe delle funzioni la cui po-
tenza p™® & sommabile col peso # su I; portanto C,[1] rappresenta le funzioni

sommabili in I,

T Acta, vol. XV.
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Data perd Pimpossibilita (rilevata da I e Tarmarxin) (*) di
estendere la teoria di FrEpmoLM ai nuclei sommabili ¢ sfuggendo il loro
studio alle considerazioni della analisi funzionale lineare (%), & gioco
forza limitarsi a casi particolari.

Tn vista della grande importanza teorica e pratica che tale que-
stione riveste ne afironto lo studio limitandomi, in un primo tempo,

s considerare 'equazione integrale di 2* specie:
(1] of@) =" [ A k(2. 9) v(y) dy + (@)
i

e la sua trasposta

[1] b(w) = u Adw) [$ (@) k(y, @) dy + ()
b o

nelle ipotesi che:

1) E sia un lebesghiano, limitato o no, delle spazio euclideo
ad 7 dimensioni S,Y =8, (s, Yar -+ - Yol

2) A () <O, [1]

8) k(z, ), fla), glx) <[ rappresentando (I} Yaggregato delle
funzioni di w, y (della sola a o della sola y) psoudolimitate (in $enso
ristrotto) (°) nel lebesghiano I = (B7, 1Y) dello spawio

CyY
ST = 8p(@y, @g -0 - Loy Yy 7]

(ovvero in H).
il chiaro che gli integrali vanno presi nel senso di Lebesgue.
Osservo subito che la risoluzione dell'equazione di terza specie

b olw) = [k, )o@y dy + [l2)
ot

g riconduce alla risoluzione della {1'] nel caso abbastanza genorale
che 6~ («) sia sommabile in E.

1) Vedi [2] pag. 21B.

(") Vedi [8] pag. 822.

(" Chiamo pseudo limitata (in senso ristretto) in un insieme I una fun-
zione f{P) quasi ovungque continua in £ e talo cheo ivi visuitl | AP L <40
esclusi al pitt i punti di uwn insieme Q di misura nulla (anche non chiuso).

Con qualche ulteriors precisazione la teovia che segue sussiste anche se
Fe(a, 2} & pseudolimitata, ossia & quasi sontinua nel senso di ToNeLLy (anzichd quasi
ovungue continua) ferma restande la limitazions |F{P)|==L <+ in E—Q.
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Come al solito (vedi [6] pag. 1 e 2) denoto con

L lo pseudo estremo superiore di kiw, y) in K&

N il lebesghiano di singolaritd » 2

Q » limitatezza »  » 5o

I=N+Q » irregolarits » »»

o » singolaritd di A(y) in I.

d » » » flx) o di g(a) in E,

M un confine superiore deli’integrale esteso ad E di |A(y).

Sard quindi:

(I)  %(ax,y) continua in B® —N mis N (su 8) =0 (N anche non

chiuso)

() jk{x, s L continua in B®—-Q; mis Q (su 8)=0

(I11) f |A () |dy <

(Ivy mlb a (su 8,)=mis d (su S,)=0.

B ok ok

Pongo il problema della risoluzione della [1] in forma corrente
nel seguente modo:

Assegnato il nucleo Alyk{sx,y) ¢ ¢l termine noto f(x) Yeon e, y)
e flx) < (1) determinare le eventuali funzioni di [1] che verificano la 1]
quasi ovunqgue in 1, e contemporaneamente delerminare il lebesghiano
di esclusione delle medesime; ossia Pingieme dei punti @ di K, nei quali
il secondo membro della [1] non ha, generalmente, senso.

Analoghe considerazioni valgono per la [1'], ma poiché

v A(m) f;lz () ely, ©) dy

appartiene ad [4] (") & chiaro che la risoluzione della [17] & poste coe-
rentemente se le soluzioni {{x) si cercano in C, [1] anziché mn [I], il

che non pud farsi con la [1].

Osservazions 1. — I manifesto che tutta la teoria seguente pud
svilupparsi con le dovute modificazioni, anche se i termini noti f e g
sono funzioni della # e della y, anziche della sola @. Cid anzi rende-
rebbe pilt simmetrici i risultafi.

(%) |al] rappresenta Pinsieme delle funziont del tipo A{wk(e, i) con Aja) Oy
e I, iy C |4
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- 1
Risorvzions pELLE {1} PER [}] < N

9. — Tutto cid premesse, & posto )

T=nE+ G4 E), d=i+l

dove I,* e I,* rappresentano rispettivamente le projeziont efficact (ri-
gpetto all’integrazione) di I su 5,7 e su 8% si dimostra facilmente che:

Tyworema 1. — Nelle ipotesi poste al n. 1 e per 10l < LlM 'equa-

zione integrale {1] possiede in 2] la sola soluzione

© Ayt
3] p(@)= ) « A Pru= e 30
col nucleo risolvente
A A
4 hia,y; ) = k(@) Y LN A L ;

quast uniformemente convergente in T, anche esso appartenente al {i]
avente per insieme di irregolarité d =1+ T=N+N+Q+ Q=90+
Tlinsieme di esclusione della soluzione ¢(x) e del 2° membro della {1]
é invece
J=1/+d, mis J (su 8)=0.

Nel caso che E sia un dominio, risulta Q@ CN, (%) e quindl
I$N+Q=N e J =9,

Per zCB—J e per (my)CEY -1 o{e) ¢ h(x,y) sono svilup-
pabili in serie di potenze di % date rispettivamente dall’ultimo membro
della [3] e della [4].

(¢) Vedi [6] pag. 2 e seg.

(%) Sia infatti, per assurda ipotesi, P, wn punto di Q non appartenente ad N.
Risulterebbo | f(P)}>L ¢ quindi - perla continuita di (P} in P,su BE—N -do-
grebbe visultare [F(P)]>L su tutto un intorno di Py, (E—N) di misura positiva,
il che & assurdo.

Se invece I & chiuso e di misura positiva i punti di Q appartengono ad N o
a quella parte della frontiera di B i cui punti non sono d'acenmulazione di punti
interni di .
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Questo risultato si ottiene determinando (col noto procedimento
delle approssimazioni successive, gid usato — in ipotesi di gran lunge
pilt restrittive - dal Vorrmrra) la successione }@,{w)}

A1 A
{4:] (Pﬂ(m) =A(l '{’ﬁ—i) * f,.,._.. f + % 211"_1 (1" *f)A

di soluzioni approssimative (1) le quali, come si verifica facilmente, sod- .
disfano la [1] con un errore puntuale dato (in valore e segno, e per

»C E—J) da

16] 6,,(30) = SD-A+: - rPn =" (;IJ::‘ﬂ * f)A

ossia dalla (n + 1)"° termine della serie {8}, di cui ¢,(x) rappresenta
Ja somma parziale ™,

Se ora denotiamo con I lo pseudoestremo superiore di |f{x}| in E
risulta, ()

|efa) << ALM [ ™ per xzCE-—-J

.o e 1
e quindi, essendo |3LM!<1,e,(x) & infinitesimo con .

Passando al limite sotto il segno integrale nella [b) e nella [6],
il che & lecito, & ha la [3].

3. ~ Similmente a quanto st & fatto per la [1] si ottiene che la
n™ soluzione approssimativa della [17] & data da

o 2l A
57 bu@=gta)e A (b0 )My My =@ oA @ (g )+ 5 k)

i
Tissa verifica la [17] con un errore puntuale

'G'J ¢9;+{ — 4‘” p— Ej'ﬂ A(w‘) (g * jf:.;ﬂ)

¢ con un errore globale del primo ordine, non superiore in modulo

. o i)

a LM|®[|g(y)!dy, anch’esso infinitesimo con —.
it FAE i A P
B g

(2 Vadi [7] pag. B67.
(1Y) Vedi [6] pag. &
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Dalla [6'] alla [67, passando al limite per 7 >, si deduce che:
- . . - 1 :
Prorema 1. — Nelle ipotesi poste al n. 1 e per || <:EMl’equa-

zione integrale [17), trasposta della [1}, ammeite in C,[1] la sola soluzione

' a A
8] b = g@) ruh@ gD @)ty =g+ A 97 E
il cut insieme di eselusione ¢ J, = J+a (mis J, (su$,)=0), laddove quello
di irregolarita del nucleo risolvente (%) A(e)h{ax, y) &
3, =3+ {a,BY) (mis 8, su Sy, == 0).

Por o K —J, la G(x) & sviluppabile in serie di potenza diy. data
dall’ultimo membro della [3). '

Osservazions 1. — Per risolvere le {1] si pud procedere anche

nel modo seguente: ‘
A

Seritta la [1] nella forma [g« (1 — 2], = f la sua soluzione, a norma

del teorema generale di Vorrirra esteso (¥}, & data ovviamento da:

A

pe=| (0~ Mela, ) e ] v 2N
Per Ja [1'] si avrebbe invece

Yo (L A@) R(y, @) = g ()

e guindi direttamente
A

_ o A
Yx)=g- L]_ — . Ala) ke(y, .’1[:))‘i =g+ A(x) ;}__I{J," gk

PROPRIETA DELLE AULOSOLUZIONI, SISTEMI FONDAMENTALI COMPETENTI
A
At NucLet 1TERaTI K, = Ayl @, y)
4. — Seriverd

»
Cy Py O Pat o oons +agu=0 .

Per indieare che n funzioni ¢,(x), go(@)y. .- pa(@) di C,{1] sono
in media globalmente linearmente dipendenti del p™ ordine in E, ossia

(12} Vedi [6] pag. 9.

(1) Vedi (8] pag. 151 e 8] pag. 6.
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che esistono = costanti arbitrarie ¢, ¢, ... .. , €., non tutte nulle,
tali da aversi:

ffcirai+c2<,p2 o 1 ¢, 0, de=0.

B

Nelle pagine seguenti chiameremo ancora con ovvia estensione di
linguaggio, rango di un autovalore della {1] il numero massimo di au-
tosoluzioni globalmente linearmente indipendenti dal 1° ordine ad esso
competenti.

Se » & il rango di un certo autovalore, ogni sistema di n com-
petenti autosoluzioni globalmente linearmente indipendenti del 1° or-
dine, in I, costituisece un sistema fondamentale di autosoluzioni, ed
ogni altra soluzione & una loro combinazione lineare. Spettro della [1]
5 linsieme dei punti del piano complesso % che rappresentano gli
autovalori.

Un sistema [o] di funzioni & spettrale per la {1] se & costitnito
da autosoluzioni della {1] & se inoltre ogni sistema fondamentale di
questa pud essere formato con funzioni del sistema [¢]. Come avviene
nella teoria classica, gli autovalori della [}] non sono interni ad un
corchio di raggio convenients (per noi (LM)~*) e centro nell’origine.
Solo quando % & antovalore la [1] pud avere pilt soluzioni e precisa-
mente, o 1on ne ha, o ne ha infinite.

81 dimostra facilmente che:

1) Un sistema di autosoluzioni della |1] o della 1] ?'ispettémzmenté
competenti ad autovalori a due a due fra loro distinti & sempre di fun-
gioni linearmente indipendenti.

II) Due autosoluzioni, una della {1) e wna della [1'], rispetiivamente

competenti ad autovalori differenti sono fra loro ovtogonali.

111y Se 2 & un autovalore della frasporta della (1], condizione ne-
cessaria e sufficiente perché la |L] possieda soluzione & che il termine
noto f sia coortogonale ad ogni wutosoluzione della trasporta.

IV) Se o & un autosoluzione: del nueleo K =: A(y) k(x,y) competente
; A

all’autovalore  lo & anche dell’'n™ nucleo iterato K, = AQ) k"(x, 3 re-
spetto. all’autovalore W'*'; ed amcora se 9 & un autosoluzione del nucleo
iterato IX, competente dell’autovalore « tra le radict (n+1)"* di » ze ne é
almeno una che é autovalore per i nucleo K.
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Possiamo anche concludere che!

V) Se n descrive lo spettro a destra (a sinistra) del nucleo
K= A(y)e(a, ¥), 7\:“ descrive lo spettro a destra (a. sinistra) del nucleo
iterato K,== A{y) k™.

Un sistema fondamentale di autosoluzioni competenti ad un autova-
lore o a destra (a sinistra) del nucleo K., st ottiene aggregando sistemi
fondamentali di autosoluzioni competenti agli autovalori ¢ destra (@ si-
aistra) di K che sono radict (n + Ly di =

I sistemi fondamentali della [1] sono formati con funzioni c 1,
mentre quelli della [1'] con fumzioni < Cyf1]: ece.

Abbiamo dunque conseguito il risultato notevole di risolvere la
[1] Yla (1"} nell’intorno dell’origine A =0 ju.==0{ e nell'ipotesi abba-
stanza generale che il nucleo risolvente {e quindi ogni suo iterato)
pur non essendo pseudo limitato appartenga ad {1,] fad [} inoltre
abbiamo precisato l'insieme di esclusione J §(J,=J + a)}{ della so-
luzione.

RISOLUZIONI DELLE EQUAZIONI INTEGRALI [1] 1N PUTTO IL PIANO COMPLESSO0.
TrorEMA DI FREDHOLM,

B. - Ferme restando le ipotesi fatte al n. 1, affronto ora la riso-
luzione della [1] in tutto il piano complesso X, ossia per 2| <R, dove R
& un numero prefissato, comunque grande.

Suppongo inoltre mis  finita; & cid, dal punto di vista pratico,
posso sempre ricondurmi in gquanto, in caso contrario, basta risolvere
le [1] per (z,y) CFQ, dove Q & un intervallo di centro nell’origine
e dimensioni sufficientemente grandi.

Intanto, da k() ] e mis. ] finita, risulta k(=,y) o Cy{1).

Inoltre, poiché il sistema ortogonale [X,(@), ¥;(y)] dei polinomi di
Lragenore nelle variabili a,y & completo (**) per 'approssimazione
lineare globale in E* delle funzioni che sono ivi di classe Gy{1], la
funzione %(x,z) si pud approssimare in misura, mediante una sae-
cessione di tali polinomi, ed essendo mis E® < + 00 tale successione
approssimerd la k(x,y) anche globalmente al 1° ordine; pertanto,

() Vedi {4] pag. 550.
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prefissato ad arbitrio un numero positivo ¢« 1, esiste, corrisponden-

temente, un numero naturale vy==v,(R,e) tale che, per ogni numero
’ 0 0 H H

naturale v>v, si possono determinare v? costanti ¢y:

¢y= [ k(@ 3) X, Y;(y) dw dy

@

non tutte nulle, di guisa che, posto:

1,v )
tia, y) =k(x,y) — %Cij X{xe) Yy ,
4

risulti

[

i) [ 1@ pldedy <5

§olcH

e quindi minore di ¢ la misura del lebesghiano U=T ({t{ > R"IMM) n
, 1
| t(m!y” > RM (15) '

Ma per ogni (z,y) non appartiene a Q &:
[ty sSpoestklry)| in E®res e, Xoa) Y, (y) in E*

ne consegue che #(x,y) ¢ pseudo limitato in B e che il suo insieme
di limitatezze & contenuto in Q.

I1 lebesghiano U risulta chinso se tale & 4.

Posto ora

18] VeUs+l ¢ &=FE -V

dove I & il solito lebesghiano di irregolaritd di k(x:, ) [e quindi di
t(x, 30} si ha:

‘ 1 . :
9] Ha, )| < T Per (x,4) < & mis &> W& ¢,
{2} Infalti visulta -R%f > [it!dmdy >f!t|dycly = ’PI%?WL-J- da eul mis U} = s

f ot u
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. 1
Cago 1¥ cut prsunra mis U (t($79) > -f{ﬁ) =0

6. — A guesto punto si pud porre la seguente domanda: ¢ pos-
sibile approssimarc globalmente al 1° ordine uns funzione pseado
limiteta in un insieme IS, con un sisterna di funzioni continue eom-
pleto ivi per tale approssimazione, in modo che il modulo dell’errore
puntuale gbbia, in 1, un prefissato pseudo confine superiore ?

La guestione & aperia. Comungue, per il momento suppongo che

oid sia possibile. 51 pud quindi seegliere & talmente piccolo che T
visulti un pseudo confine superiore di lt(x,y] in E@. Sard allora
p. e s t(a:,y)sswi\;;lﬁ- e pertanto UcQ e quindi Vcd (mis V==0).
(id - detto, se 7 (0 <n=V) & la caratteristica della matrice quadrata
formata dalle ¢ quantita ¢y esisteranno n(v —m} convenienti costanti

Dy Py Procrn p o (e=ntlint2y V)
I fes fs [
ali che, ponendo:
Bly) = :«S—-lc*} Y;(y) (b=1,2..... y 1)
I

risultera
ki

2o Y,(y) = %Pu o(y) (e=nslim 2y
e quindi ponendo ancora
a,(m):Xi{m) "‘;:E_'f’kth('n) @:1121'"1”)
=+t
5iavra
v ?
> oy Xu() i) = 2 @b (=S.@)
con le (@), Bi(y) continne e puni:ualmente linearmente indipendenti
in K.
8i perviene cosi una volta fissato R ed ¢, alla goigsione del nucleo

Ay k{x,y) 0 due parti

Al ) = AW) 3 (@) (@) + AW Y)
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di cui la prima & il prodotto di un nucleo elementare (**) per il peso A(y)
¢ la seconda & contenuta in [I,]. Il fattore #(x,y) ha lo stesso in-
sieme N di singolaritih di K {a,y), ha Pinsieme di limitatezza — Q ed ha

. 1
per pseudo estremo superiore un numero = - S pertanto #(x, ¥) ap-

R
parbiene a [{].

Posto ‘
(10] So= (B o),
=] A ‘ ,‘ -
) Ty N=2 X0 Gy <EO -6, D«R
[12] pla M=o (@) 4 My sody  wCE - L7

la [1] pud secriversi nella forma

18] 2(x) =

f+ A E _,O'Lff)} +A(tsa), ,

le cui eventuali soluzioni, supposte note le quantitd £ (a norma del

teorema I, per [i|< (RM)l’ =R ¢ per &> K-J) sarebbero date da
[14 P@)=[40 3 pke Ay

con le p;={l] o puntualmente e linearmente indipendenti in K —1,%
Per determinare le <, posto

{15] dy () = Buv p),

{16] G M) = Buly) + 1 (Eer )a B LE

basta risolvere il sistema di # equazioni lineari algebriche
1

[17] . fo— Zld,.jc_,-z(qu),\ (3==1,2, ...,0) ,
g

ottenuto eliminando ¢(x) tra la {14} e la [10].

Pertanto le [11 per < R, non ammettono soluzioni, ne am-

L

Ly
mettono una sola o ne ammetiono infinite a secondo che tale sistema
& incompatibile, compatibile ¢ determinato o indeterminato.

44) Vedi [4} pag. 65) ovvero [1] pag. 486,
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Re il determinante

1ndy, =gy oeens — Ady
'—)\d-z’_ l""“‘)\d,eg ..... "‘)\don
118} DA('A‘) — \ ..................... 1\
l -k dorl =k dwﬁ """ 1— A dma 1

del sistems [17] & #£0 e se 4, rappresenta 11 complemento algebrice del

tormine che occupa la rTiga jo° © ia colonna i7¢, si ottiene:

[19] 7

Sostituendo infine le & ora trovate nella {14 e ponendo

N e o (e ] Ay
120] g5 X) =00,y %) + 2 25

P, Vg (@) CEO -3

vigulta che la goluzione cercata dovrebbe avere la forme
|21} plw)=[+ M fa P I

Viceversa nelle ipotesi postc Pespressione () data dalla [21] ha
genso, & C[1] e verifica la [1].

Per\| <R le funzioni y{x, ¥; 1), PRCRSET TR appartengono a 128

&7 Qimostra inolire che la funzione olomorfa hy, ora introdotta,

per < By coincide in tutto il plano complesso A con quella definita,
‘ 1 . o= A ‘ .
per al < dalla serie 3 ARt =h{z,¥;%) (vedi n.2) e che, per

(@, y) < B —J, soddisfa azghessa, alla relazione di rociprocita
hy - To==2(l s hp)a=17 (o B)a

oppure, ponendo
Hi(w, g, W) = A hal@, 4, %)

alla relazione

0, — K=3K:H=aHy XK.
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Risoruzioss neLna (17 per | < R

6'. — Posto
[10] nes= e oy
(127 05 ) = Bt (e 1) (ipj =1, ...)
(157 i ()= (g 20 = (B pa=dii()

la. {1'], dopo aver eseguito sul nucleo A(x)k(x,y) una decompo-
sizione analoga a quella effettuata sul nucleo A(y)k(x,y) al n. 6, pud
geriversi nella forma

| 7
Yy = |g(o) + p A@) 3 e i) + pA@) (b 8)
¢ la sua soluzione, supposte note le u;, sarh data da (teorema I')

(‘E"('T) = g(.’L) + A(m)é n;q: + ‘UA(:L‘) ’\y =),

rappresentando wg, na, .. ... yf, una soluzione del sistema algebrico
" R .
(17] A .Zid".m.fzg*}’f (=12, .,%)
J=

tragposto al sistema [17).
Chiamato D, il determinante che si ottiene dal [18] sostituendo
le d., con le d,=d,,. risulta facilmente:

D, =D, Ay==Ay .
Ripetendo le considerazioni ed i calcoli gia fatti per risolvere

la (1} nel caso SN <R sl conclude che:

L
LM

Trorena L. - Se ¢ (LM)™*ssp <R, Dy(u)#0 ¢ misU=0, lu [I']
ammette, nella classe C,{1)], una sola soluzione data per »C J=J+a, da

21 () = gla) + 9. A@) (g + By
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dove si & posto, per (@,Y) CE® T,

- i,n A
(207 Im yi ) =@yt e 2 T_)éj‘ Sp,.;(m) qiy) = hale, ¥+ 1) -

i3 Dy(w

RISOLUZIONE DELLA [1] © DELLA 1]
NEL GASO CHE A SIA UN AUTOVALORE (D, (2)=0]

7 _ Se invece, per un particolare valore di % (in modulo < R) si
annulla il determinante Dy(%) la caratteristica di gquest'ultimo sard
uguale ad 7--p, con p= 1.

In tal caso se

2 It ; N (2 .
c:(]‘ ,_-:521;) Fla ns::), ”22)1 , n‘,‘f’

(=1, 2,y )

gono due ¥ di sistemi fondamentali di autosoluzioni, rispettivamente
dei sistemi [17] e [17]; le espressioni

n n
() =% }:1 £ g (e, h) b(@) =1 A{®) z} 1™ g (e, )
=1 =
(.}'{,ml’ 27 ety P)

saranno due p?c di sistemi fondamentali di autosoluzioni (*%), rispet-
tivamente della [1] e della [17] per we=D, sieche, in tali ipotesi, ogni
altva autosoluzione della {1] e rispettivamenre della [17 & del tipo

2] w—fanm  HD=Zhh@

con le a, e b, costantl non nulle, e viceversa. Dunque » & un auto-
valore delle {1].

o manifesto che: o(@) C ] ¢ V() € Cf1)-

Por contro, se A & un putovalore, per esemplo della [1), & (@)
Ja competente autosoluzione, dovra essese

Q

@ 7 n [} n

— — o LRy — i

@ = Dty 0= 2 2 £ pi=1 Spi2ds LM =0 Eim
=1 1 i1 | Jrz] i=1

Jee=
() I'indipendenza puntuaie delle ¢x (e dejle §x) & conseguenzi di quells
delle p; e delle & (o rispettivamente delle g; e %tk
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e quindi (§,™,E,®, ... .., E,®) & una p™ di autosoluzioni indipendenti
del sistema {17], che pertanto dovrd avere il suo determinante 1, (3)=0.
Dunque:

Ogni zero di D,(3) & un autovalore delle (1] e viceversa.

Inoltre, siccome, la condizione necessaria e sufficiente perché il
sistemu lineare [17], avente caratteristica #.--p, sia compatibile & che
il vettore termine noto sia ortogale alla varietd lineare delle soluzioni
del sistema omogeneo ad esso trasposto, ne consegue che se

(0™, 0,0, L g, ) =19, 00,8

& un sistema fondamentale di autosoluzioni del sistema trasposto, dovrd
essere

[ i
2 ‘"f""@f--’f)ﬁ[@‘”f“"a@ ’ f)} =l f=0 k=12
d= daz A
¢ viceversa.
Analogamente partendo dalla [1'] e dal sistema [17'] si avrd:
(13 "
21 EM (gep)=g (% Ef(ﬂ})i) =g+ p=0
= 1 =

e viceversa.,
Raccogliamo le principali conclusioni nel seguente

TrorREMA DELL'ALTERNATIVA. ~ Se prefissato ad arbitrio R =
: . 1
risulte mis T it|>-.mﬁ- =0 allora:

o le [1] hanno entrambe soluzioni comunque si assuma il termine noto [(@)
i (1) e g{x) in C,l1] ed in tal caso ciascuna equazione possiede una
sola soluzione ed 3l parametro non & zero di Dy (0}

ovvero cid non avviene, ed allora * annulla D, (%), ossia & autovalore
per le {1}, le quali pertanto hanno in comune, ¢ con wguale rango, gli
autovalori e per ognuno di essi ammettono soluzioni quando e solo quando
i toro termini noti sono coorfogonali ad wun sistema [ondamentale di
autosoluzioni (e quindi a tuite le awtosoluzioni) della propria trasposia.

Le soluzioni della |1] vanno cercate in [U}, sono della forma [14],
ed il lovo insieme di esclusione ¢ CJ; quelle della [1'] vanno cercade
in Cy[1], sono della forma [14'] ed hanno il loro insieme di esclusione C.J,.

Il caso misT (0 sard esaminato in ung successiva nofa.
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UN METODO DI INTERPRETAZIONE ANALITICA
DI UNA BATTERIA DI REATTIVI #

(con 2 tabelle ¢ 3 grafici)

MARCELLO CESA-BIANCHI ¢ ANGELO PERUGIA

SvMmarivM, — Seriem novem reactivorum psychologicorum experti in centum
quinque adufescentibus quattuordecim annos nasis, Auctores hace comperiepunt:
a) singillatim perpensis seriei actoribus patuit unum inesse factorem coms-
munem, tres autem factores coniunectos, nulium wvero factorem verbalem neque
graphicum;
b) examen vinculorum, quae intercedunt in ter singula reactiva, nonnulla
tantum confirmavit ex vinculis quae ex factorwun cxamine patucrant.

Proponunt autem Auctores rationem: aliquam qua seriei possit vis augeri ad
perpendenda:

@) intclligentiae universim gradum;
b) intellectus actiones, quac ab uno «test» exprimuntur;
¢) actiones quae ab unoguoque factore pendent,
Practerca Auctores uniuscuiusque ¢ test» validitatis coéfficiens supputarunt.

L’applicazione di una batteria di reattivi psicologici pud essere effet-
tuata con una certa garanzia di obiettivitd nell'interpretazione dei risultati
solo sc siano preventivamente attuati i seguenti procedimenti:

1) Vanalisi fattoriale della batteria; ‘
2) linterpretazione dei legami esistenti fra i vari reattivi;
g) il potenziamento del valore diagnostico della batteria.

i. - ANALISI FATTORIALL.

I’applicazione dellanalisi fattoriale ad una batteria di « tests » mette
in evidenza gli eventuali fattori comuni ad essi e P'influenza di tali fattori

(¥} Nota presentata dali'Accademico Pontificio 8. . Padre Agostino Gemelli
O.F M. il 15 lugho 1g52.

8 Acta, vol, XV.
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nei diversi reattivi. Tl metodo grafico di analisi fattoriale da noi adottato
si attua csprimendo in un sistema di coordinate cartesiane ghi indici @i
correlazione esistenti fra ciascun test ¢ tutti gl altri.

2. - INTERPRETAZIONE DEI LEGAMI ESISTENTI FRA 1 vARI REATTIVL.

Sj pud attuare mediante Posservazione delle correlazioni esistenti fra
ciascun test e tutti gh altri al fine di cvidenziare quali processi mentali, ¢
in qual misura, prendano parte all’applicazione di ciascun reattivo. Tale
interpretazione pud integrarst con quella precedentemente cffettuata me-
diante Vanalisi fattoriale.

Do - PoOTENZIAMENTO DLL VALORE DIAGNOSTICO.

8j pud attuare dando a ciascun reattivo un « peso » dilferente a se-
conda dellutilizzazione diagnostica delia batteria ed in particolare:
@) un peso per una diagnosi del livello di intelligenza globale;
b} un peso per una diagnosi del livello relativo all’attivith mentalc
principalmente valutata da ogni singolo «test »;
¢} un peso infine per una diagnosi del livello rclativo ai singoli
fattori evidenziati dall’analisi {attoriale.

T.a batteria da noi utilizzata si compone di g reattivi attitudinali, di
cui 8 costituiti da simboli grafici, uno da simboli verbali ¢ numerici. Tali
reattivi, di cui riportiamo sul grafico n. 1 le curve di centilaggio, sono:

1) reattivo di intelligenza verbale (Va);

2) reattivo di analogie grafiche (51);

g) reattivo di analisi dei movimenti (Ss);

4) reattivo di rappresentazione tridimensionale (Ss);
5) rcattivo di rappresentazionc bidimensionale (S4);
6) reattivo di riconoscimento forme (Ss);

7) reattivo di immaginazione forme riflesse (Se);

8) reattivo di memoria visiva {S1);

g) reattivo di soluzione di problemi meccanici (3s).

La batteria ¢ stata applicata a 105 soggetti di sesso maschile, psichi-
camente normali, tutti di 14 anni di eta.
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Grarico n, 1: Curve di cenitlaggio.
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1) Al dati ricavati & stato applicato il metodo della correlazione
tetracorica secondo Thurstone. Il grafico n. 2 riporta le correlazioni esi-
stenti fra 1 varl ¢ tests » {vedi tabella I).

L’analisi fattoriale ci ha permesso di porre le seguenti conclusioni:
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a) Esiste un fattore comune ai 10 «tests», fattore che noi presu-
miamo essere il fattore g di Thurstone, responsabile della correlazione po-
sitiva esistente fra tutti i reattivi.

b) Non & dimostrabile un fattore che accomuni i reattivi grafici
e Ii differenzi dalP’unico reattivo verbale.

Grarico 0, 2: Correlazioni fra i vari reattivi,
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REATTIVI

¢) Si possono rilevare i seguenti fattori di gruppo:
1) fattore inerente alla capacithy di analisi e confronto forme
(esprimentesi mei « tests » Sa-Ss);
2) fattore incrente alla capacitd di ragionamento (esprimentesi
nei «tests» Vi=Sz-Sa);
g) fattore inerente alla capacith di rappresentazione (esprimen-
tesi nei «tests » Ss -Se).
d) T tests di analogie (S1) e di memoria visiva (S7) sono relativa-
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mente indipendenti e non riconoscono un evidente fattore che 1li acco-
muni ad altil « tests ».
e) Calcolato Tindice di saturazione con g di ciascuno dei « tests »

. 2,
mediante la formula: Mry == ﬁ
in cui:

e == sommatoria delle correlazioni esistenti fra un dato reattivo
e tutti ghi altri;

n == numero dei reattivi della batteria,
Pordine di saturazione appare il seguente:

S5 (0,33) - S1 (032) - 8¢ (0,28) - Su (0,26) - Vi (0,21) - Sy (0,21) -
S (0,20) - Ss (0,18) Ss (0,17).

Taverra L. — Indici di correlazione fra i «tests» della batteria,

Analogic 0,33
An. Mov, 0,20 0,27
Swil, For, 0,32 0,27 0,33
Equiv,
For. 0,15 .54 a,16 0,53
Ric. For. 0,20 0,33 o,i5 0,43 0,44
Imm.
Tor. Rifl 0,12 ©,79 0,27 0,08 0,33 a,00
Mem,
Vis 0,12 0,07 0,33 0,54 0,07 0,00 6,43
Probl,
Mece 0,27 0,15 0,54 0,20 }-—o0,00 |--o0,11 0,04 0,12
Anal. Lquiv, Imm.
I. . i 8 Ric, For. . Vis,
Gen. | Analogie Mov. Svil. For For. o, For. | o i, Mem, Vis

f) L'ordine di saturazione dei tre gruppi di « tests », accumunati
ciascuno da un fattore, ordine calcolato dalla formula:
Mr, + Mry + Mry + ... Mr,

n

MI.'J., By ey =
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in cuit

Mr;, Mr, ecc. = dndici di saturazione di ciascun reattivo;

n = numero del reattivi di ciascun gruppo;
& il seguente:

84~ S {analisi e confronto forme = 0,27); Ss - S (capacita rappre-
sentativa = 0,26); Vi - Sz - Ss (capacitd di ragionamento = 0,22).

2) L’osservazione per ciascun « test » delle correlazioni esistenti con

tutti gli altri (vedi grafico n. 2) ¢i consente di fare le seguenti considerazioni:

a) per Vi (intelligenza verbale) non si nota un deciso prevalere
di alcun processo mentale; la parte di maggior importanza ¢ riferibile
alla capacitd di ragionamento;

b) per Si {analogie grafiche) si nota un netto prevalere della ca-
pacith di valutare rapporti spaziali e una scarsissima influenza della capa-
cith di memorizzazione;

¢) per S; (analisi movimenti) si nota un netto prevalere della
capacita di risoluzione di problemi meccanici, mentre ha scarso rilievo Ia
capacitd di valutazione dei rapporti spaziali;

d) per Ss {sviluppo forme) si osserva un netto prevalere della
capacith di valutazione di rapporti spaziali ¢ della capacita in memoriz-
zazione;

un 1uolo pressoché nullo & riferibile ai processi in prevalenza logici;
¢) per S {equivalenza forme) una parte preminente ha la ca-
pacith di rappresentazione € di valutazione di rapporti spaziali ¢ un Tuolo
pressoché nullo la capacitd mnemonica e quefla di ragionamento;

2) per Se (immaginazione forme riflesse) prevalgono la capacitd
di ragionamento analogico, 1o capacitd di memorizzazione, la capacita di
analisi e di sintesi. Un ruolo pressoché nullo € riferibile alla capacitd di
risolvere problemi meccanici € di valutare rapporti spaziali;

k) per S¢ (memoria visiva) si nota una stretta relazione coi pro-
cessi rappresentativi. Un ruolo scarsissimo € imputabile alla capacita di
valutazione i rapporti spaziali;

Iy per Se (problemi meccanici) prevalgono la capacita di ragio-
namento analitico e di ragionamento analogico; un ruolo scarsissimo &
imputabile alla capacita immaginativa e di valutazione di rapporti spaziali.

Conirontando le conclusioni ricavate mediante Panalisi fattoriale con
quelle desunte dai legami esistenti fra 1 varl reattivi, si pud concludere che
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¢ confermata Pesistenza di un fattore, o di un legame, che accomuna la
capacita di riconoscere rapporti spaziali ¢ quella di valutare equivalenze
formali, come pure Tesistenza di un fattore, o legame, fra intelligenza
verbale, capacita di ragionamento analitico ¢ capacitd di risolvere problemi
meccanici.

Non appare confermata dallo studio dei legami presenti fra i vari
reattivi I'esistenza di un fattore inerente alla capacitd di confrontare rap-
presentazioni bidimensionali con altre tridimensionali e la capacitd di ri-
conoscere alcune figure bidimensionali in combinazioni pure bidimen-
sional.

Analogamente non appaiono confermati dall’analisi fattoriale altri le-
gami evidenziati dal metodo delle correlazioni.

3) Il potenziamento del valore della nostra batteria ai fini di una
diagnosi del tivello di intelligenza globale & stato effettuato applicando 1a
formula:

I =Ty. Mr; + Ty . Mry - ... Ty, . Mr,
in cui Ty, Ty, ... T = punteggio grezzo di ciascun « test »;
Mry, Mre, ... Mr,, = indice di saturazione con g di ciascun « test ».

b) 11 potenziamento relativo all’attivith mentale principalmente va-
lutata da un singolo « test » & stato invece realizzato applicando la formula:

Is = Ts + Tl « Tgo1, + T2 s Tgup + . Th Toon

in cui:
I, = valore relativo dell’attitudine specifica di un dato «test »;
Ts == punteggio grezzo del «tests considerato;
Ty Ty oo Ty = punteggio grezzo del rimanenti « tests »;
sy Tsomy eunee Isn == correlazioni esistenti fra il « test y considerato e tutti
gl altri.

Qualora esistano correlazioni negative, i prodotti di tali correlazioni
negative per i punteggi grezzi dei corrispondenti < tests» devono essere
sottratti anzich® sommati.

In tal modo neila vaiutazione di una determinata aftivitd mentale
principalmente valutata dal singolo « test », il punteggio relativo ad esso
assume un valore predominante rispetto a quelli relativi agli altri « tests »
la cui importanza viene ad essere proporzionale alla correlazione csistente
fra ciascuno di essi ed il reattivo considerato.
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¢) 1l potenziamento relativo ai singoli fattori, evidenziati dal-
Panalisi fattoriale, si attua utilizzando la seguente formula:

If = Tl + T2 —l" esananae T“
in cui:
I; = valore relativo al fattore di gruppo considerato;
Ty, Ty, To = punteggi grezzi dei « tests> appartenenti a tale
gruppo.
Grarico n. 3: Correlazioni fra i reattivi ¢ le discipline scolastiche.
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Un criterio per valutare la validita di una batteria & quello di con-
frontare i punteggi relativi ai singoli « tests » col rendimento ottenuto dai
soggetti in determinate attivita.

Per 1a nostra batteria, studiata ai fini dell’orientamento scolastico, €
stato assunto come criterio di validitd il rendimento in diverse discipline
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di studio. In pratica, si sono calcolati gli indici di correlazione fra queste
e le valutazioni relative ai vari « tests » (vedi tabella II).

Da tali correlazioni, cspresse nel grafico n. 3, abbiamo potuto trarre
le seguenti considerazioni:

a) 1 reattivi di intelligenza verbale, di analogic grafiche e di ana-
lisi di movimenti sono particolarmente atti a diagnosticare un’attitudine
agh studi matematicl,

by 1 rimanenti reattivi sono al contrario maggiormente atti a dia-
gnosticare an’attitudine alle discipline di carattere tecnico.

¢) Un’attitudine aghi studi letterali richiede una capacita, discre-
tamente elevata, di analisi, di ragionamento anoclogico ¢ deduttivo e di
immaginazione.

d) Lrattitudine alte discipline tecniche richiede sopratutto una <le-
vata capacita di osservazione ¢ di immaginazione spaziale e discrete ca-
pacitd ammemoniche.

¢) Lattitudine agli studi matematici richiede in alto grado ca-
pacita di ragionamento deduttive ed analogico, di anahsi ¢ di rappresen-
tazione: non di importanza essenziale appaiono la capacith mnemonica €
quella di valutare rapporti spaziall.
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RICERCHE SUIL COMPORTAMENTO
DEGII INTERESSI NELL’ETA EVOLUTIVA #

{con z tabelle e 3 grafici)

ANGELO PERUGIA

Svmmarivm, — Reactivum ex ¢ Test de camloguey a F. Baumgarten confecto
deductum Anctor adhibuit ut perpenderet quo modo animi studia inter undecimum
at tricesimum alterum aetalis annum mutetur.

Perspectis autem cenfum quadraginta sex hominibus, haec compertum habuit:

@) studia wquae ad litteras et ad religionem pertinent continuo augeri;

b) moralia ac socialia studia, et ea quae ad operam pertinent, celeriter ac
perseveranter augeri post quintumdecimum aestatis annum ;

¢) studia quae ad «artes» attinent paulisper minui circa tertiumdecimum
aetatls annum, mox autem augeri usque ad sextumdecimum, postea vero nen mutari;

d) studia quae ad fabulas et ad rerum naturam spectant nihil mutari;

) studia quae ad narrationes de mirificis hominum casibus deque civitatis
historia attinent improviso deminui post quintumdecimum aetatis annum.

Aequa autem ratio comperta st in hominibus quorum aetas est dnter unde-
cimum ac quintumdecimum annum, alia autem, item aequa, in ceteris.

Inter hinas reactivi portiones comperta est septem decimarum partium concor-
dantia; quod ostendit reactivam rite adhiberi in huiusmodi inquisitionibus.

L’analisi degli interessi di un determinato gruppo di soggetti pud es-
sere effettnato mediante diverse procedure:

1. Dirette soggettive: consistono in un assieme «di domande, diret-
tamente ed esplicitamente formulate, alle quali il soggetto & chiamato a
rispondere in seguito ad un’analisi introspettiva dei propri interessi. Appar-
tengono a questa categoria: il Vocational Interest Blank di STroNg, il Pre-
ference Record di Kubper ed il Vocational Interest Schedule di Trur-
STONE, per citarne i principali.

{*) Nota presentata dallAccademico Pontificio S. E. Padre Agostino Gemelli
O.FM. il 15 luglio 1g52,

9 Acta, vol, XV,
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2. Indirette, distinte in:

4) oggettive: tecniche fondate sul riflesso psicogalvanico, sull’os-
servazione dell’azione selettiva dell’attenzione e della memoria sul materiale
presentato, € sulla valutazione delle conoscenze acquisite dal soggetto nelle
diverse discipline (v. Reattivo degli interessi A 15 di CarrELL);

b) soggettive: al soggetto, posto di fronte ad un materiale che
abbia un’immediata risonanza in lui, viene chicsto di manifestare la propria
preferenza: attraverso I'analisi di tali preferenze ¢ possibile risalire alla na-
rura degli interessi che le determinano;

¢) proiettive: il materiale & costituito da rappresentazioni grafliche
ambiguamente strutturate (v. V.AT.}; tale situazione-stimolo determina da
parte del soggetto la proiezione, nel tema da essa delimitato, dei propmi
interessi.

In questa ricerca ho applicato una procedura indiretta soggetiiva allo
studio degli interessi defl’etd evolutiva. Ho esaminati 146 soggetti di sesso
maschile, psichicamente normali, di etd variabile dagli 11 ai g2 anni, sud-
divisi nei seguenti gruppi di eta:

1° gruppo: soggetti di eth compresa fra gli 11 ed i 12 anni;

2° gruppo: soggetti di 13 anni;

39 gruppo: soggetti di etd compresa fra i 14 ed 1 15 anni;

4° gruppo: soggetti di eta compresa fra i 16 ed i 2o anni;

5° gruppo: soggetti di eth compresa fra i 21 ed i 32 anni.

Ho utilizzato un reattivo da me appositamente studiato assumendo
come principio informatore quello proprio al « Test de catalogue » della
F. Baumgarten.

Tale reattivo & costituito da:

4) Un fascicolo in cui sono indicati titoli di libri raggruppati in due
sezioni: A e B, Ciascun titolo & contrassegnato da una lettera e da un nu-
mero; ad esempio: A 1, A 2, A 3, ecc.

b) Un foglio di risposta a due colonne, A ¢ B.

Il soggetto deve leggere attentamente tutti i titoli contenuti nella se-
gione Aj scegliere i 15 libni che maggiormente lo interessano € segnarc nella
colonna A del foglio di risposta la lettera ed il numero a clascuno corrispon-
dente. 11 soggetto deve poi leggere attentamente tutti i titoli contenuti
nella sezione B e, seguendo le modalitd indicate per la sezione A, segnare
nella colonna B i 15 libri preferiti appartenenti a tale sezione.
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Ciascuna delle due sezioni comprende 125 titoli scelti in modo da
esprimere chiaramente il contenuto dei libri relativi. I 250 titoli comples-
sivi sono egualmente distribuiti in 25 categorie di interessi (ad esempio:
intercssi sociali, religiosi, morali, sportivi, ecc.).

La suddivisione in due sezioni & stata fatta per poter valutare Fat-
tendibilitd del reattivo mediante il grado di concordanza esistente fra i
risultati delle due sezioni.

I risultati sono graficamente evidenziati nella cosi detta «.rosa degli
interessi », costituita da 1o anelli concentrici, clascuno del quali ¢ sud-
diviso in 25 settori {uno per ciascuna categoria di interessi). Le scelte ven-
gono indicate riempiendo a matita, di colore differente per la sezione A
¢ la sezione B, ogni casella cosi nisultante.

Nella tabella I ho riportato i titoli dei libri relativi a ciascun gruppo
di interessi, Pordine di presentazione di quelli nelle due sezioni del reat-
tivo ¢ le percentuali dei soggetti, distinti per gruppi di etd, che hanno
scelto 1 vari libri:

Dall’analisi di tale tabella si possono individuare 1 libri pili signifi-
cativi per quanto riguarda lo studio del mutamento degli interessi con
Petd ¢ per quanto riguarda una pilt accurata distinzione nell’ambito di
ciascuna categoria. Ad esempio nella categoria: Lavoro, il libro intjtolato
«Sei adatto per il tuo lavoro? » @ scelto dal 55,5% dei soggetti di etd
compresa frai 16 ed i 2o anni, mentre & scelto solo dal 14,28% dei soggetti
di etd compresa fra i 14 ed i 15 anni. Ancora, nella categoria: Interessi
sociali, il libro intitolato « L’uomo e la societd » & scelto con le seguenti
pencentuali:

14 anni = 3,03%

16-20 » 33,30%
21-32 » == B80,02%

Nella tabella II sono riportate, per ogni categoria di interessi, le
medie delle scelte individuali per ogni gruppo di etd. Queste medie sono
riportate sulle ordinate dei grafici n. 1, n. 2 e n. 3; sull’ascissa dei grafici
n. 1 e n. 2 sono indicati 4 livelli di etd considerati, sull’ascissa del grafico
n. 3 sono indicate le varie categorie di interessi.

Dall’esame di tali dati ho potute constatare, con il progredire del-
ety (v. tabella 11 e grafico n. 1 e n. 2):

) Un aumento costante e regolarc degli intercssi letterari ¢ religiosi.



108 PONTIFICIA ACGADEMIA SCIENTIARVM

b) Un lieve aumento regolare fino ai 15 anni con una rapida e
costante ascesa dopo questa etd degli interessi morali e sociali, di quelli
inerenti alle attivith lavorative ¢ alligicne.

TansLLa 1. —— Percentuali dei soggetti, distinti per gruppi @i eid,
che hanno scelto i wvari libri,

N. di pres Etd del soggetts (in anni)
sentazione e rr 4 LEus
e Titoli dei libri
¢ categorit
df interessi rr-ra 13 14-15 | 16-20 | 2r-32

1} Avventure

A 15 Cristoforo Colembo ....ovvvenaone 41,56 | 24,24 1 42,84 | 11,10 4,76
A 34 I meravigliosi viaggi di Mareo Polo | 52,60 | 57,57 | 49 ,08 5,55 14,28
A G0 Le esplorazioni polari ... o.ooviinn 57,86 | 42,42 | 14,28 | 11,10 4,76
A g1 L'ardimentoso viaggio del navigatore

Antonio Figafetta ....... .o 31,56 | 30,30 | 49,08 | 11,10 4,76
A 122 1 wviaggi di Magellano .....o0e e 47,34 1 54,84 | 04,26 | 10,05 4,76
B 22 Le esplorazioni del Matto Grosso .. az,08 | 57,571 42,84 | 16,05 | 23,80
B 44 Nella foresta del Rie Negro ........ 26,30 | 33,33} 21.42 — 9,52
B y3 Esplorazioni nell’Africs Tquatoriale .. 52,60 | 57,57 7,14 11,10 | 23,80
B &3 i primo giro del mondo............ g8 | ar,ar 7,04 | 1,10 —
B 12z Net paese dei Caribl ......ovvveen 31,50 | 33,33 | 28,50 - 0,52

2} Storia patria

As Sroria AFtalia ... 26,30 1 27,27 | 49,08 22,20} 23,80
A 32 Lruitima guerra delln  indipendenza

italiana ....... e 47,34 § 36,36 ] 28,56 | 27,75 —
A 37 il 1948 10,52 | 12,12 7,14 5,55 476
A g9 La bagtaglia di Marengo ....ovnvnnen 47,34 | 33,331 33,70 —_ | -
A 105 1870-1929, Dalla presa di Roma atla

Concilazione ... .covveereenaaas 10,52 3,03 e 22,20 14,28
B 17 Gii Statuti e la prima guersa d'indi-

PEdEnZa ..o i 20,30 | 33,33 | 21,42 5,55 —_
B 43 1} Conte di Cavour e la seconda guerra

d'indipendenza ....... e g2,60 | 42,42 | 35,70 | 11,10 4,70
B 7 T Mille ¢ la terza guerrs dindipen-

denzit vaveeoiienn e 63,12 | 48,48 | 35,70 5,55 4,76
B 78 I.a vita italiana dal rgoo at 1gro .... 18,78 | 1z,12 — 5,55 9,52
B 106 La prima guerra mondiale ¢ Pinter-

vento italiane ... ao e 46,82 | 27,27 9,001 16,05 470

3) Biografie

A q Sant’ Ambrogin ... ..o ieia e 10,52 — 7,14 5,53 14,28
A 49 L'eroe dei due mondi ............vo 47,34 1 28,48 57,12 5,55 4476
A 52 Ginlio CeSATE o vuvvrverornerrirres 47,34 | 21,21 28,56 5,55 4,70
A 98 La vita di Napeleone ..... P 47,34 | 36,30 | 42,84 5,58 4,76
A 104 Don Bosco, l'amico dei ragazzi .... 26,30 | 15,15 | 28,56 5,55 4,28
B4 T.a storia meravigliosa di Bernadette | 10,52 | 27,27 | 21,42 16,65 16,04
B 32 T.conardo da Vinci .....vvevevennan . 26,30 | 24,24 | 42,841 27,75 ] 19,04
B 66 Giuseppe Verdi .. oovvvveeivan 26,30 15,15 | 21,42 t 33,30 10,04
B 87 Alessandro Volta ... v.vvot s Ciien 10,32 3,03 | 35,70 5,55 —
B 113 Guglielmo Marconi ... ... 20,30 | 21,21 | 49,08 11,50 —
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N, df pr - Bt dei sopgetti (fn anni)
sentazione Pitoli del tibwd -
. categeria
di interessi 1r-12 13 14-15 | 16-20 | 2r-32
4} Guerra
A 14 Armj antiche ¢ moderne ..........., 21,04 | 35,36 ] 28,56 | 1x,10 4,76
A 34 Piceola storin del nostro esercito ., .. 26,30 | 24,24 7,14 | fr,Io -
A 55 Combattimenti navali ed eroi del mare | 42,08 | 48,48 | 49,08 | 22,20 | 14,28
A 88 La vita militare .. .................. 15,78 15,15 7,14 | 22,20 e
A 103 Gli erof dellatin ... .. ... 31,50 | 20,30 14,28 16,65 -—
D oxx Fantocol e fanti ..o iuns 5,26 — — e —
B 40 L'impiege del carro armato nella guerra
di movimento .. .............0..., 15,78 | 45,45 | ar.d4z | 27,73 4,70
B %5 Intrincea . ................... 4z ,08 30,30 714 1,10 -
B rig Il 3¢ Bersaglieri .................... 30,82 | 42,42 | 42,84 5,55 e
B o6 I nostri Alpini 26,30 | 30,30 | 49,68 | 10,65 9,52
5) Sport
A 13 Ciclismio 30,560 | =z7,27 1 28,56 5,55 9,52
A 38 Il nuoto 10,52 | 33,33 14,28 | 44.40| 33,32
A 51 Sci ¢ sports dellp neve ..., 0.y 47,34 | 36,300 2r,42| 38,851 19,04
A 94 Lialpinismo ............,........ 36,82 | 27,27 14,28 28,83} 28,56
A r1xg Giuoco del caleio ............ ... ... 26,82 1 36,36 1 40,08 | 10,43 4,70
B zr Lacacela ... oo 31,56 1 4848 | a3g,70 | 11,10 -
B2y La pesea gportiva .. ... oo 1e,52 | 21,21 14,28 5,55 4,76
B 50 TUPugilate oo 31,56 | 18,18 | 28,56 —_ —
B 100 Atleticn leggera .o o 13,78 | 15,15 9,09 | 27,75 0,52
B 11 1L canottaggio 10,52 | 12,12 7,14 | 16,65 4470
6) Meccanica
A 21 1. clicottero 36,82 | 24,241 28,501 33,30 9,52
A 48 L’aceropianc 31,56 | 24,24 | 14,281 11,00 4,76
A 50 Lantemobile .......c........ 31,50 | 24,24 | 42,84 ] 22,20 23,80
A 8o Dinamo ¢ motori ..o v 21,04 | 24,24 | 14,28 11,10 -
A 110 IHementi di meeeanica .....eno... ... 21,04 | 18,18 7,14 | 11,00 —
B 18 Macching a VAPOTE oo .vvvvonennonn. 26,30 | 42,42 | 21,42 | 10,05 4,76
B a8 Il meceanico dilettante e il prepara-
tore di esperienze ................ 5,26 9,00 7,14 | 16,651 14,28
B 52 Nozioni di meccanica applicata . ... .. 15,78 6,06 7,14 5,55 -
B 83 La motoeieletta . v.viiie 15,78 | 30,30 | 42,84 5,55 | 14,28
B 124 Motori a SCOPPIO «v . vvureniiiirinas 15,78 { 42,42 | 35,70 | 33,30 0,52
7) Storia generale
AG La conquista di Alessandro ......... 15,78 | 24,24 | 14,28 e 0,52
A 43 Le exociate i v 36,82 | 33,33 28,56 | 16,65 | 14,28
A 6o La colonizzazione del nuovo mondo .. 10,52 6,06 14,28 —— 470
A Bo Piccola storia de! popolo argentino .. 5,20 | 12,1z | 21,42 -
A 18 Piecola storia del popole francese 10,52 | 21,2t 7,14 5,55 #5706
B 23 Piccola storia del popolo belga 10,52 3,03 | 14,28 e
B 31 Egiziani ¢ Assiro-Babilonesi ......... 21,04 | 24,24 | 42,84 e 10,94
H 63 Roma antica ...... e 42,08 | 15,15 1 28,50 5,55 | 10,04
B 95 Vicende politiche ¢ sociali del Medio
EYo . i e 3,20 9,00 —_— 11,10 | 28,56
B 10z La vita curopea dal zoo ol *00..., | 10,52 — — 5,55 | 14,28
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N, di pres Ftd dei soggecti (in anng)
sentaziont Tiroli dei Litré
e categorin
di interessi Ir-xz I3 14-14 | 75-20 | 2I-32
8) Elettrieitd
A 24 Gli aceumlatori elettrict ..., ... 5,20 6,06 14,28 5,55 —
A 39 Elettricith e magnetismo ......... o0 15,78 12,12 28,56 | 22,20 14,28
A G5 Radiotelegrafia ¢ radiotelefonia . ...... 15,78 18,18 | 21,42 | 16,65 4,70
A 85 L. telegrafia elettrica ..., .o 00 10,52 12,12 | 21,42 —- e
A xis Le centrali elettriche ... ... 5,20 | 12,02 | x4,28 | 10,65 16,04
B 20 Misure elettriche ... .o 5,20 6,06 7,14 1i,10 4,76
B 54 Televisione ¢ fototelegrafia .......... 31,50 | 24,24 | 40,08 | 22,20 9,52
B Ge Impianti elettriei .........000nn 10,52 | 8,18 7,14 | I1,10 4,70
B ¢7 Gl apparecchi di misura del radio-
LECMICO - o ver v s tanrraonen 15,78 12,12 3,03 5,55 —
B 1zo Guasti ¢ riparazioni delle macchine
elettriche ... 0 oviiivve oo, 10,52 12,12 | 14,28 inen 4,76
0) Storic misteriase
Az La torre del mistero ........ .. ... .- ro,52 | 30,301 21,42 5,55 9,52
A 3r La maschera cinese 10,52 9,00 14,28 IT,X0 14,28
A 68 Ta parola misteriosa - —_ - 555 4,76
A 84 Un'’ala nefla notte ... oo veenn. . e 21,41 7,14 | 11,10 4,73
A 114 La notte del £3 vvvvvvviinieeeiins 5,26 9,00 — s 4476
B 7 Il vecehio eastello ... oovvivinnn s 21,04 | 30,30 7,14 5,55 4,76
B 26 Il gufo geiglo - o oo iv et — G ,00 — 1,10 4,70
B 54 La ttagicit note «..vnvuvvrvnoaeas 15,78 3,03 — 11,10 9,52
B go Ia caverna sul mace ... ..o 5,26 12,12 — 5,55 4,76
B 1ex 11 direttissimo delle 0,23 ... .. ... . 26,30 18,18 3,03 16,65 9,52
10} Auimeli
A 18 T 18,78 6,06t 28,56 | 11,10 ] 14,28
A 37 Gli anfibi ¢ i rettili 21,04 6,06 1 7,14 11,10 9,56
A e 11 libro dei mammiferi ............. 15,78 9,00 i 714 - 4.,76
A o7 11 Jibre degli uweeelli .. ..o iint 5,26 9,00 1 14,28 5,55 —
A 107 T.e meraviglic del regno animaie ..., 15,78 | 24,24 | 21,42 22,20 14,28
B3 Le pit comuni farfalle d’Buropa ... 10,52 G,06 7,14 5,55 —
B 35 M ocavallo .o.ooovnnia PP 5,26 { 18,18 7,04 — 9,52
B 50 1 allevamente def conigli ... ....... — — 7,14 5,5% _
B 8¢ Pesei ornamentali e Pallevamento del
PIESCE TOSSO .\ vvuvnsrraanerrnonns o 21,04 9,00 7,14 5,55 -
B riz Il canarine e i pit comuni uccelli da
gabbia .. s — 6,06 — — —
11) Romanzi
A3 La spina nel cuore .o.oiioeeaian s — 0,00 7,04 | IL,1¢ —
A 41 Solo al mondo .v.ouven i 15,78 1 15,55 7,04 1 16,65 | 14,28
A 61 Bl romanzo di due fanciulli ......... 15,78 | 15,15 | 14,28 e —_
A By Ritorno alla wita ., ..o — 6,06 — 16,05 s
A xerx Addio, Magegy! ..... e 5,20 6,00 — 11,10 4,76
B o 1 figli della ferrovia ....covvnoiannn 15,98 | 27,24 21,42 — rem
B 40 Il mistere di unfanima ............. — — _ 16,05 4,76
B 67 Dalle tenebre alla luce . ............ — 6,00 - 5,55 9,52
B 79 Fadele fine alla morte ... 10,52 15,15 7,14 5,55 t
B 113 Sagra dlottebre ... -— — 7,14 | 106,05 —
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N. di pre- Ttd del soggetts (in anni)
sentazione Titoli dei libri
e categoria
i interesst rr.xz I3 14-15 | #6-20 | 2r-32
12) Starie fanta-
stiche
Ax Lalbero incantato ... - 6,006 7,14 — 14,28
A a2y Lo specchio magico .. 10,52 | .9,00 — 5,55 G ,52
A 53 Un giardino incantato .. -— 6,06 e 5,55 476
A o0 La gocciolina mupica ... — 9,00 7,14 — —
A r2r Storie meravigliose ................. e 15,18 -— 5,58 —
B 13 Cento fiabe illustrate .. ............. 5,20 | 12,12 — 5,58 4,70
B 38 Le pit belle fiabe ............ ..., 5,26 | 12,12 7,34 — 14,28
B s 11 regalo delle fate ........ .. ... ..., 5,26 3,03 e 5,55 e
B 8o Al di 14 del verosimile ... 21,04 6,06 ] 12,28 1t,10 4,76
B rz5 Le pit famose leggende ... ..., 21,041 30,301 35,70 27,75 | 23,80
13} Metatlurgia
A zo Ierro, ncciaio ¢ lore lavorazioni ..... 5,26 15,15 14,28 11,10 4,76
A 26 La fonderia .......cviviiiniann... 5,26 6,06 e 5,55 4,76
A 64 I metalli ragi ... . 10,52 6,00 e 11,10 4,76
A 83 Le macchine utensili per ka laverazione
dei metali .o oo 5,24 3,0% —_ 16,65 4,76
A 120 Lavorazione dei metalli a caldo ¢ a
freddo ........... ... ... e 12,12 | 14,28 | 11,10 4,70
B Htornio ... oo 5,240 9,00 7,14 e e
B 36 I.a fresatrice — 3,03 14,28 5,55 4,76
B 73 Le macchine utensili a taglio retti~
BNCO o e — 6,00 7,14 — —
B g2 Le prove dei mareriali metallici .. .. — — — 11,10 —
B 6 La rettifica dei metalli . ............. — o — — -
i4) Agraria
A 17 Concimi e concimazioni ., . 5,26 e 724 e s
A 46 Nozioni di frutticultura .......,...,. 5,26 3,03 eneem 5,55 —
A 56 Il giardinaggio ..................... 5,26 — — 5,55 | 14,28
A o3 Piante da legno . ........ ... .l 5,26 6,06 — — —
A 124 DalPoliveto alP’oleificio .............. — 9,00 — — 4,76
B =23 Gelsicultura ... .oovvueiiii e, — 3,03 — 5,58 -
B 29 I1 mio OTt0 v oo rre vty 5,20 m ot 5,55 9,52
B 57 Come vivono le piante ., .........,. 5,26 - e 11,10 9,52
B g9 Nozioni di wviticultura moderna ... 5,26 e —_ 5,55 -—_
B 123 Fiovicultura, Piante da giardino, da
cottile e da finestra .............. 5,20 3,03 — 11,10 4,70
15) Chimica
A 23 Introduziones ad laboratorio chimico.. 15,78 3,03 — 1r,10 14,28
A 50 L'avia liquida ¢ le sue applicazioni .. 5,20 6,00 7,014 | 22,20 0,52
A 54 Petroli e derivati .......... ... .., 5,20 3,03 7,14 | 16,65 —
A 99 Il gas flluminante ...l — 9,00 - 1,10 —_—
A 106 Proprictd chimiche degli clementi e
. preparazione industriale dei pil co-
MUDL . e e 10,52 — Tald | 22,20 9,52
B 19 MNozioni elementari di chimica ...... 20,30 3,03 7,014 | 27,75 G,52
B a4 T gasopeni e le loro applieazioni ..., e 6,00 7,14 —- —
B 65 Grassi ¢ saponi ... ... .. ... — 3,03 -— — —_
B g Vernicl oo s 5,26 3,03 — — —
B rax Analisi chimica .................... i 5,20 6,00 — 16,65 } 14,28
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N, di pres
sentazione
e categoria

Titoli dei libri

Btd dei soggetti (in anni)

di interessi Ir-rz r3 IgeI5 | I6-20 | 2r-32
16) Tecnologia
A 22 La seta, Filatura ¢ tessitura meccanica 5,26 | 12,12 — 5,55 0,52
A 44 La lana ¢ 12 sua industria .......... 5,20 9,00 — — 4,70
A 67 Lottiea o vvvene i 5,26 —_ 7,14 5 .55 4,76
A Bx Nozioni elementari di tesinotogia .. ..., — — — 5455 9,52
A 116 I.a conservazione della frutta ...... 5,20 — o 5,55 4,76
1 15 Nozioni elementari di acustica ....... 5,20 3,03 e 5,55 4,70
B 50 Eiementi di tecnologia tessile ........ — 9,00 | 14,28 5,85 4,70
1B 64 Pompe e compressori ... . e 9,00 —_ — .
B 89 La manifattura della pellicola cinema-
tograficR . ... ..o s e 9,00 —_ 5,55 4,70
B 103 La tecnica delfa fotografa .......... 10,52 15,15 3,03 | 22,20{ 28,50
17) Religione
A 10 Gesd VIERE cvvviiien i — 3,03 | 14,28 5,56 | 19,04
A 28 Raccontl ewcaristici ........... N — 3,03 — - 4,76
A 71 11 pianto di Gesit ............ m - — 11,10 9,52
A 9z Vita i Santl ... ... 00 10,52 6,00 7,04 | II,10 4,76
A roz I1 poemna divino ... 5,20 — 16,65 9,52
B 14 La nostra fede ......... .ol — 3,03 e 1,30 | a3,32
B 28 M Redei Re oo, . 10,52 | 15,15 7,14 5,55 952
B 6x La casa della Divina Provvidenza .. — 3,03 -— 1,10 4,76
B 93 Gest fanciulle ... o i 10,52 6,06 7,04 | 11,30 | 14,28
B x4 La fuga in Bgitto ...........ccvvens — 12,12 | =28,36 iI,10 4,70,
18) Contabilita
A 23 Manuale di pratica commerciale — - e 55,55; 19,04
A 29 Moneta, cambi ¢ prezzi ... ... .. . — 3,01 — 11,10 | 28,56
A 74 Le banche .........coiiiiiiiiiian e e — 5,58 10,04
A 08 La registrazione in conto corrente ¢ a
pactita doppia ... — 3,03 — e 4,76
A 112 La cambiale ... . i et — 1,03 e —_ —
B8 Gestione delle aziende commerciali .. —_ — pan 12,10 | 38,08
B 47 Nozioni di contabilitd ._............. — — pomem 5,58 0,52
B 58 Le assicurazgioni . ... ... ..o . — s — 11,10 4,76
B 79 Quante si deve sapere del codice di
COMMICTEIO o ov v v niiu v nrrrrenns 5,20 —_ — 5,55 19,04
B ro8 Nozioni di legislazione tributaria ... 5,26 — -— -— 14,28
19) Geografia
A 16 il mondo polare ... ....heiiiian, 36,82 | 30,30 | 21,42 16,65? 23,%
A g2 LEtiopia ed Ltiopi . 10,52 1z,12 7,14 — 14,28
A g5 Teieli .o0vvonnnn e — — 16,65 | 19,04
A 78 1l :nave pella natura — 3,03 - 16,65 | 14,28
A rc8 Albania. 11 paese e le genti ...... — 0,00 | 14,28 5,55 | 14,28
Bz Geografia astronomniea ., v..ve... 10,52 15,15 28,56 11,10 10,04
B 3o Le meraviglic del mondo stellare ... | 26,30 | r2,02 [ 21,42 | 22,20 42,84
B 63 Attraverso 'Ruropa .......ovvvo 21,04 6,06 7,04 | lr,to | 14,28
B g4 Attraverso i continenti ...... P 20,30 | 12,12 754 11,50 | 14,28
B Iy TPASIA vvvve i P 26,30 | 15,15 | 14,28 33,30} 23,80
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ACTA
N di pre- Etd def soggetts (in anni)
sentaztone Titels dei libri
€ cateroria
di tnteresst Irera 3 14-15 | X6-20 | 2r-32
20} Morale
A8 Llazione pill gONErosa .............. — 3,03 7,14 ] Ir,I0 9,52
A 45 I tesoro dei poveri ... i 10,52 — —_— 5,55 23,80
A 70 Il camnming che porta alla veritd . ..., e s e 16,65 10,04
A 9o La colpa e il perdono .............. — 4,00 e 16,65 4,76
A 125 Il diritto trionfa sullingiustizia ...... 5,26 | 28,18 7,04 | 38,85 | 10,04
B3 ViIrtll nascosta . .ovveveniinnnnenn.. — —_ —_ 11,10 14,28
B 42 Carith .oooovv il - 3,03 7,14 5,55 hd
B 42 I’onesth & una guida sicwma e 0,00 7,14 5,85 23,80
B 82 La wera felieith .............. 5,20 3,03 7,14 | 16,05 | 23,80
B 204 Cid che la vitn mi ha insegnato — - 6,06 | 27,751 47,00
21} Letteratura
A 12 I*. Petrarca: « II Canzonieres ........ — -— 7,44 11,00 19,04
A 30 D, Alighieri: ¢ Riine Scelte» ........ 5,20 3,03 o 11,10 14,28
A3 Berchet: ¢Liviche» ... iiius. — e s 10,65 o
A B0 I, Foscolo: «Poesie . ...oovvunvren - 1,03 14,28 6,35 | 28,56
A 109 G. Carduccit ¢Prosey .............. 10,52 —_ 7,14 11,10 28,56
B 24 ¢ Antologia Leopardiana» ........... 5,26 6,06 — 22,20 | 33,32
B 41 A. Manzoni: «I Promessi Sposis .... 15,781 33,33 | 490,08 16,65 | 23,80
B 62 G. Parini: sLe Odis ... L, 5,26 — 7,14 — 10,04
B 88 G Prati: « Liviche s . 5,20 s s s 10,04
B 107 G, I¥Annunzio: ¢ Lirieher ..., — 6,006 1,03 5455 9,52
22) Lavore
A1y MMANL OPEIOSE + v vvvieivacineneanns —_ 1,03 — — 0,52
A 33 Oie di favoro . ... iiii e, 5,20 e 5.55 | 23,80
A 58 Tutti lavorano . ....... ... ... .. ot —— 14,28 5,55 14,28
A 8z MASSAC v v vaer v v cinn e e 3,01 7,14 = 4,76
A 113 I mestieri pitt umani .. — - 22,20 | 23,80
B :z Mestieri ambulanti .. ........... ..., — 3,03 7,14 5,58 9,52
B a9 11 lavoro e la sua funzione sociale — — — 27,75 | 38,08
B 69 11 lavoro attraverso i secoli ......... 5,20 — - 11,10 ] 38,08
B 84 Sei adatto per il tuo lavore? ... .. 4,26 6,06 | 14,28 ¢ 55,501 0r,88
B 103 TAocinn oo i i e 5,26 6,06 5,03 5,55 9,52
23) Saqlute
Ag Microbi, malattic infettive e disinfe~
T 10,52 6,00 | 14,28 § 22,20] 23,80
A 33 La salute dell’operaio .. ... .......... e 3,01 — 5,55 19,04
A 63 Il cuore: come si anmmnala e come si
CUIML « oy yvreeanae e aaae v eee ey o 1,04 7,04 | 16,65 | 28,30
A 76 L’apparato respiratorio e ~— —— 7,14 — 10,04
A 11y L’assistenza del malato in famiglia —_ 3,03 — 16,65 4,76
B :o Medicina e chirurgia durgenza ... .. 15,78 3,03 | 21,42 | 30,30 23,30
I 46 Ginnastica imedica applicata ........ 26 - 7,14 | 38,85 | 23,80
B gy I} corpo umano ....... 5,26 3,03 | 14,28 i 16,85 | 28,56
B 76 Nozioni di igiene 5,26 3,03 - 33,30 19,04
B 100 Parassiti animali deli'vomo .......... 10,52 — —_ — 14,28
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N. d&i pre Eté& dei soggettt {n annf}

sentazione e e

¢ categoria Titoli dei libri

di interessi Ir-12 I3 14-15 | 16-20 | 2I-32

24} Arte
A 11 Storia della pittura italiana ,......... 5,26 3,03 | 28,50 | 22,20 | 33,32
A 40 Poeti italiani del Rinascimento e del-
Peth moderna ., .. ...ovvviiiiaans 5,26 6,06 | 14,28 | 16,63 28,56
A 62 Storia della MUSICR ... ovur i — — —_— 44,40 | 52,36
A 96 Nozioni di pittura .....covivviariis 5,20 3,03 e 22,20 | 23,80
A 117 11 ricamo nella storiz e nell’aste .... — e — 5,55 9,52
B 16 Poeti italiani contemporanei ........ 15,78 3,031 14,28 | 27,75 | 42,84
B 37 Studio del disegno animato ......... e 6,006 — 27,75 10,04
B 70 Storia delfarte ... ..o i - 6,00 7,04 | 33,30 | 28,56
B 86 Avtisti ¢ scrittori del ’soo ........... 5,20 — -_— z2,20 9,52
B 110 Llarte del disegno .......vvmuerians 5,20 G,06 | 21,42 33,30 | ¥9.04
28) Tnteressi sociali

A7 Lluomo e la societh .........c.oonn. — 3,03 — 33,30 | 80,02
A a7 La missione defla donna ............ — 3,031 7.14| 5,55 28,50
A 66 La famiglia ¢ lo Stato ......... ... e — 7,14 | 33,30 | 52,36
Ay I educazione dei figi ............ ... — — 7,14 | XX,IC | 57,12
A 123 Problemi di vita sociale ... vvanivin — 15,18 e 27,75 | 57,12
B Tutti per uno, uno per [tk ........ 26,30 30,30 | 25,70 | 10,63 0,52
B 33 Divitti e doverd v..ovvviiiio it —_ — — 22,20 | 38,08
B 74 L assistenza ai minosati .......o.... 5,26 7 — — zz,20 | 4,70
B o8 La redenzione dei carcerati ......... - — 6,06 | 22,20 | 28,56
B 11y Igienz sociale ....... ... oo iiiiae — 32,03 —_ 11,10 | 23,80

¢) Una temporanea diminuzione a livello dei 13 anni, con una
successiva intensa tipresa, degli interessi artistici. Mentre gli interessi sociali
presentano un incremento notevole anche dopo il 20° anno di etd, per
quelli artistici il Tivello raggiunto a tale etd si mantiene pressoche costante
negli annd suecessivi.

d) Un livello quasi costante per quanto riguarda ghi interessi alla
novellistica, all’agraria ¢ alla geografia.

¢) Una brusca caduta dopo i 15 anni degli interessi per Ie avven-
ture ¢ per la storia patria, interessi che dominano fino a tale cta.

f) Una accentuata involuzione dopo il 21° anno degli interessi
inerenti alle attiviti sportive e alla vita militare.

g Un lieve aumento fino al 15° anno, con successiva rapida dimi-
nuzione, degli interessi per le applicazioni elettro-meccaniche.

) Un netto parallelismo nell’evolversi degli interessi per le storie
fantastiche ¢ di quelli per le storie misteriose, con un accentuarsi di essi
al 13° anno ed al 16° anno.
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ACTA 115

) Un costante decremento degli intercssi alle biografie, con un

brusco incremento dal 14° al 15° anno,

3 506G(25)
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MOR (2QY
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LET.(21)

£oN(ia}

REL.[17}

GR.1 GR2 GRS GR4 GR.5
£19-12 Anned {13 ARNi) {14-15 ANNGY {16-20 Anni} 2232 avmi}

ETA

Grarco n, 1: Ewvoluzione degli interessi in funzione dell’etd.
4
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Passando a considerare gli interessi particolari di ogni singolo gruppo,
(v. grafico n. 3) si pud osservare quanto segue: il primo gruppo (11-12

-

o~
s

sr.er.z;\\

Biof3,
GUE(4)

.
SO0,

MEfoLammsr""

51:6.”\

&n um/

Gk G FR3 G THLE
(49-3% axRI) (13 ANNI)Y {1415 anm} { 4b-20 Al CReER RNy

ETA

Grarico n. 2: Inwveluzione degli interessi con Petd.
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anni) si interessa sopratutto alle biografie, alla storia patria, alle avven-
ture, allo sport, alla vita militare ed alle applicazioni meccaniche. Lo stesso
dicasi per i due gruppi compresi tra il 13° € il 15° anno eccezion fatta per
gli interessi militari che rivelano una netta diminuzione verso il 15° anno.

Il 4° gruppo (16-20 anni} presenta interessi prevalenti per le scienze
morali ¢ sociali, per il lavoro ¢ la tecnica in genere ¢ per le attivitd arti-
stiche ¢ letteraxie.

Il 5° gruppo infine (21-32 anni) presenta interessi spiccati per la let-
teratura, arte, le scienze morali, sociali ¢ del lavoro, per la geografia, per
Iigiene ¢ per le scienze cconomiche.

BRrELL

o

2 ‘\
1
A~
P
\ ~
0 I

1 Z 3 & 5 © 7 & 9 0 11 12 % 4 15 16 17 @ ® 20 21 2 2w 5
Avu Gt BI0 GUE. PO MEL ST.G ELET Sth, AR R0 SER WET AGR {H TEC REL CON OGP0 MOR OFT, LAV SAL ART %04,

CATEGORIE DI INTERESSI

Grarico n, 3: Inferessi relativi ai gruppi di etd considerati,
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Complessivamente si pud notare un netto parallelismo fra i primi tre
gruppi (11-15 anni) ¢ fra i restanti gruppt (16-32 anni). Si pud percid con-
cludere che verso 1 r5-16 anni si ha un radicale cambiamento nel com-
portamento degli interessi.

Ia concordanza fra le due sczioni del reattivo & calcolata mediante

la formula:
100 C

0/ e
%= 30N

in cui:

C = numero delle scelte concordanti nelle due sezioni;

N = numero dei soggetti esaminati.

1l valore (C 9%), <ost calcolato, rappresenta la percentuale delle prove
concordanti per le due sezioni ed esprime Tindice di attendibilita del reat-
fivo. Nel mio caso ho ottenuto il 70% di concordanza.

Taneria 11, — Medie delle scelte individuali per i vari livelli di etd.

ETA (in anni)
Categorie di interessi —

IT~I2 i3 I4-15 r6-z20 ar-3z

1 BIOBIAfIE - oo Bie. 2,780 | 2,503 1 3,214 | 1,222 I
2, LLEEEIALUTE oo vvae i veveerann s s eentins Let, 0,473 | 0,510 I 5,166 1,857

4. Storia generale .. ..iiiiei e St.G. 1,730 T ,419 1,857 | ©,558 H
4. Storin Patria ... ... s6.P, 3,367 | 2,800 2,428 1 0,857
g, Romanzi oo ovevn e Rom. 0,736 1,032 | o,042 1 0,428
6. Storie fantastiche ... .o oo i St.)s. 0,421 | 0,067 | o,428 0,666 | 0,666
7. Storie misteriose . ..... e St.M., 1,210 1,548 | o785} 1 0,751
B, ATEE vt oo ve el anaa Art. o421 | 0,354 | 0,857 2,555 2,666
9. Religione ...oovuienvioiiinieiiias Rel. 0,308 | ©.548 | 0,042z | 0,044 | 0,052
1o, Morale ..o Mor. 0,210 | 0,451 | 0,500 | 1,777} 2,047

11, Interessi sociali oo Soc. 0,268 | 0,510 0,714 x,777 3
Y22 JUAVOTO 4 v veeme i Lav. 0,268 | ©,258 | ©,500 1,388 { 2,333

13, Geografll . ...o..vriia e .. | Geo. 1,680 | 1,258 | 1,285| 1,333 | 2

Iqe AVVENIUTC L oLernini i Avv, 3,804 | 4,258 | 3,387 | ©,944 | I
18, BPOEL oo en e Spo. 2,473 2,387 2,285 2 1,008
T o T Gue. 2,680 1 3,2p | 1,28 | 1,333} © 428
17, Balube ... Sal. 0,526 | ©,200 | 07L& | 1,044 | 2,333
Y8, AMIMAI L1 An. 1,052 | ©,774 | 1,071 0,722 | 0,523
16, ARFALIA o ieenar e Agr. 0,421 | 0,258 | o,0m71 0,011 0,428
20, CGRIMICA ..ot e Ch. 0,780 | 0,483 | ©,357 1,277 | 0,571
2T, Blettricith ..o ver e cei v Il 1,315 1,419 | 1,785 | 1,085 ©0,57¢
28, MMECCANICH « vy reeerviroreresnininreseasis Mee. 2,210 | 2,322 | 2,214 | 1 ,006 | 0,004
23, Metallurgla ... ovovvneien e cen | Met. 0,268 1 o012 | 0,571 1 0,722 | 0,333
2. Tecnolofia ... Tec. 0,368 | o,580 | 0,285 | 0,555 | O,75%
25, Contabilith ... .ovoiev i Con. 0,105 | 0,032 ] © 0,500 | 1,571




AGTA 119

Cio sta a significare che la scelta non & stata determinata tanto dallo
specitico contenuto cui ciascun titolo si riferisce, quanto dalla materia ine-
rente a tafe contenuto,
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PROPRIETA
DELLE STRUTTURE ELASTOPLASTICHR
NELLO SPAZIO DELLE IPERSTATICHE

{ Con cingue figure)
LEO FINZI

SyMMARIVM. — Auctor enucleat proprietatos cuiusdam geomotricae reprao-
sentationis, a se propositae, quae idonea est ad determinandum statum conten-
tionis ot statum deformationis in structura quae sik porfecte elastoplastica; huius
autem reprasentationis prascipmam ostendit utilitatem in structuris continuis
monodimensionalibus computandis,

Per determinare lo stato di sforzo e di deformazione in strutture
reticolari elastoplastiche caricate ai nodi mi sono valso in recenti ri-
cerche (*) di uno spazio rappresentativo particolarmente conveniente:
& uno spazio che ha tante dimensioni quante sono le iperstatiche, ad
ogni punto del quale, entro un determinato campo, corrisponde uno
stato di sforzo e di deformazione.

Mostro in questa Nota come tale spazio offra una suggestiva rap-
presentazione geometrica del principio di Haar-von KarMaN nonché
di quello di GarenpEre.

Inoltre, poiché questo spazio ha un numero di dimensioni che
dipende solo dal numero delle iperstatiche, qualunque sia guello delle
aste, esse si presta particolarmente allo studio di strutture con gran
numerc di aste ¢ con due o tre iperstatiche, perché in questo caso
lo spazio rappresentativo diventa semplicemente il piano o lo spazio
tridimensionale, mentre invece lo spazio rappresentativo di Pragsx (),

(*) Nota presontata dall'Acecademico Pontificio 8. L. Carlo Somigliana il
16 febbraio 1953.

{(*} L. Finz1, Sforsi e deformazioni nelle sirutture reficolari elastoplastiche.
« Rend. Ist. Lomb. Scien, o Lett, », vol, LXXXV, 1952,

(*) W. PrRAGER, «Jour. Aeron. Seien.», vol. 15, n, 6, 194B.

10 Acte, vol. XV.
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che ha tante dimensioni quante sono le aste, & un iperspazio a un
gran numero di dimensioni.

Al limite, per una struttura continua monodimensionale lo spazio
di Pracun ha infinite dimensioni o diviene uno spazio funzionale,
wmentre lo spazio rappresentativo proposto ha ancora due o tre dimen-
cioni se due o tre sono le iperstatiche.

A questo caso limite dedico lultima parte di queste Nota.

§ 1. - Lo sPAZ10 DELLE IPERSTATIORE. — Nelle ricerche precedenti
o considerato una generica struttura reticolare caricata ai nodi da
carichi P,, composta di n aste perfettamente elastoplastiche.

Ho riguardato m delle n aste come iperstatiche e, detti X,
Koy oory X ghi sforzi corrispondenti, ho espresso gli sforzi N, nelle
aste non sovrabbondanti in fanzione dei carichi P, e delle ipersta-
tiche X, mediante le seguenti n—m equazioni di equilibrio:

"

(1] N, =S ap X+ 3,0y P (s=1,2 0y n—m)
1

Interpretando le iperstatiche X, come coordinate cartesiane orto-
gonali di un punto di uno spazio a m dimensioni & possibile, attra-
verso alle [1], far corrispondere ad ogni punto R di tale spazio uno
«tato di sforzo equilibrato nella struttura.

Tale spazio rappresentativo dird brovemente spazio delle iper-
statiche.

Quando poi si impongano allo sforzo in ogni asta le condizioni
di plasticity, ecco che diviene possibile nello spazio delle iperstatiche
delimitare uns regione cui corrispondano stati di sforzo non soltanto
equilibrati ma anche plasticamente possibili.

o mostrato come tale regione sia un poliedro convesso che ho
denominato campo degli sforzi.

Le condizione di plasticith per ogni asta sard tradotta da rela-
zioni del tipo:

(2} INSI\“S"I:T- (s=1,2, .., —m); iXt-lé;:}_(i (i=1,2,..,m)

essendo N, e X, gli sforzi limiti, noti a priori in base alle carattori-
stiche fisiche delle aste, cul corrisponde il sopravvenire di una per-
fotta plasticitd.
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Si osservi come Io spazio delle iperstatiche sia un particolare sot-
tospazio coordinato dello spazio di PRAGEfi, ogui punte del quale
ha come coordinate cartesiane ortogonali gli sforzi X, X,,..., X,,
Ny, Ngy.ony N, in tutte le n aste iperstatiche o no, e si osservi
pure che il campo degli sforzi pud pensarsi come la proiezione
sul sottospazio X,, X,,..., X,, dellintersezione del parallelepipedo
snervamento definito dalle [2] con il sottospazio di equilibrio defi-
nito dalle [1].

§ 2. -~ DEruRMINAZIONE DELLO STATO DI SFORZO E DI DEFORMA-
zIONE, ~ Lo stato di deformazione nasce dal sovrapporsi di una parte
olastica direttamente proporzionale agli sforzi, e pertanto nota quando
questi siano noti, e di una parte dovute al sopravvenire della pla-
sticitd.

Le equazioni di congruenza forniscono ulteriori condizioni per
determinare lo stato di sforzo e di deformazione corrispondente ad
assegnati earichi, Esse sono del tipo:

mn

n
{8] 21 g Ao e %‘ibsiXt’ +2,04P, (§=21,8,..,m)

dove A, & il cedimento plastico dell’asta 7 o a,., by, b, sono coefli-
cienti costanti o b, == b,.

Quando i carichi non hanno provoecato al loro sopraggiungere la,
plasticizzazione di alcuna asta, i cedimenti A, sono nulli ed & suffi-
ciente imporre le condizioni di congruenza [3] (con 4, ==0) per indi-
viduare nel campo degli sforzi il punto R che con le sue coordinate
fornisce lo stato di sforzo effettivo.

Di qui, essendo note le caratteristiche elastiche di ogni asta, si
risale facilmente allo stato di deformazione.

Nel caso invece in cui siano in atto o peggio siano e siano stati
in atbo incogniti cedimenti plastici A, in aleune aste, le [3] da sole
non permettono la determinazione del punto R che definisce lo stato
di sforzo.

Per giangervi & necessario imporre ulteriori condizioni.
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Particolarmente adatte allo spazio rappresentative adottato gl
mostrano quelle tradotte dai prineipi di Haar-von KarmAN (1) e di
Grervpere (%)

T1 prineipio di Haar-voy Karuax afferma che: «noll'ipotesi che
per nessuna asta abbia a verificarsi una fase di scarico, lenergia di
deformazione caleolata per gli effettivi valori delle tensioni & pilt pic-
cola di quella calcolabile in base ad ogni altro complesso di tensioni
che sia in equilibrio con le forze esterne e compaitibile con le leggi
di plasticitd ».

Tn altre parolo: «il punto R rappresentativo dello stato di sforzo
effettivo & quello, tra quanti appartengono al campo degli sforzi cui
corrisponde la minima energia di deformazione ».

I principio di GREENBERG non va soggetto alla restrizione che
in aleuna asta abbizno a verificarsi ritorni ed afferma che: « per una
data variazione dei carichi, la varinzione di energia elastica calcolata
in base all’offettiva variazione degli sforzi & pili piccola di quella cal-
colabile per ogni altra variazione di sforzo che sia. compatibile con le
condizioni di plasticitd e in equilibrio con la date variszione dei carichi».

In altre parole: «al variare dei carichi il campo C degli sforzi
si trasforma ne) campo C'. Corrispondentemente il punto R rappre-
sentativo dello stato di sforzo si muove fino o raggiungere il nuovo
campo nel punto R“R' & il punto del campo (' per raggiungere il
quale da R & stata necessaria la minima variazione dell’energia interna ».

Con uno dei due principi citati, operando nello spazio delle iper-
statiche e dopo aver tracciato il campo degli sforzi, & possibile con
somplici procedimenti geometrici che illustrerd tra poco individuare
il punto R rappresentativo dello stato di sforzo e risalire poi allo
gtato di deformazione.

Fin qui, per generalitd, abbiamo parlato di un sistems con un
numero qualsivoglia di iperstatiche. D’ora in poi per rendere piu age-
vole lintuizione e pil semplice la trattazione analitica, faremo riferi-
mento a un sistema avente ancora un numero qualsivoglia di aste ma
con due iperstatiche sicchd lo spazio delle iperstatiche diventi un
pisno e il campo degli sforzi un poligone convesso.

(1) Cfr. W, PrAGER, loco citato.
(®) H. ). GrepEBERG, « Quark. Appl, Math. », 1949, pag. 85.
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§ 8. - LINER ISOENERGETICHE NEL PIANO DEGL! sForzI. — Conside-
rinmo ora nel piano delle iperstatiche X, o X, il luogo dei punti per
cul & stazlonaria (minima) Venergia di deformazione.

Esso sard individuato dal sistema:

4 2K 0 LA 0
|, ] 2X, =+ DX,;__ :
Osserviamo ora che 'energia di deformazione ¥ dipende dai ca-

richi e dalle iperstatiche mediante la relazione
N l r ' td 1 i N
[6] ]i;:—é- 5.0, X, X+ z,jb,.j};,.l?j+—g— S PP,

dove 1 coefficienti 4", sono costanti strutturali come quelle b,,, ¥’
gid introdotte.
Nel caso nostro per una struttura due volte iperstatica:

5

Be= “;— D0y Xy 4 20y, Xy Xy 4 gy Xo®) 4
5] | .

In tali condizioni le {4] si serivono:

2K ;

o DT bii X1+ biz X2+ szl{ij: 0
» X,
[+] oF

X, mlyy Xg+ oy Xy o+ 338y, Py=0

Supponiamo ora che i carichi P, varino proporzionalmente e gra-
dualmente cosicché sia:

6] Py o, P

Per P variabile gradualmente e o; costante.
In questo ipotest le [4'] assumono la forma:
[4”] I b,iX‘{'l' b;_QXZ + P z.fb'”mjm 0
l b12 Xl + bszg -+ .P zjbrgja‘j: O
Le [4"] sono le equazioni parametriche di una retta che ho chia-
mato refta elastica e ho indicato con », e che ora chiamerd .
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Questa retta passa per l'origine o i suol punti danno gli stati di
sforzo che si avrebbero per determinati carichi in assenza di cedimenti
plastici.

Eliminando dalle [4"] il parametro P l'equazione della retta ela-
stica pud anche essere scritta nella forma:

by ELbrzj o “‘_612 Eﬂ) 13%; X,

Byo 35010 bis 362y %

Ad un dato valore di P corrisponde, mediante la [4"], un deter-
minato punto @ di coordinate X e X% sulla refta elastica 7.

Tra tutti i punti del piano X, X,, Q & queilo per cui & minima
lenergia di deformazione.

Diciamo I8, il valore dell’energia di deformazione corrispondente

7] Xy=

al punto @ e osserviamo che la [5] pud porsi nella forma:
51 BB+ ,;_ 3, by (X, — XX, - X0
tenuto conto che dalle (6 o [4] risulta:

(8] E{,:%— zj;,b"thjPl-mE,sb,on

Consideriamo le lince di livello 'déll’energia di deformazione.
Queste linee isoenergetiche saranno caratterizzate dall'equazione:

19] = L0+ S o byg (Ko —XYX, X B

Queste linee sono ellissi aventi centro Q e sono reali solo per E>E,.
Putte le ellissi ottenibili dalla [9] sono simili. La loro forma (rap-
porto tra i semiassi) e il loro orientamento non varia al variare di
E, ¢ quindi del punto Q e dei carichi D).
I’area di ogni ellisse & proporzionale aE—E, cio¢ alla differenza
tra il livello energetico corrispondente all'ellisse o quello minimo pos-
sibile.

§ 4. — RAPPRESENTAZIONE DEI CEDIMENTL PUASIICL NL PIANO DELLE
ponsracicEn. — Nelle precedenti ricerche ho constatato che, so fac-
olamo variare il cedimento plastico A, dell’asta essesima lageiando inal-
terati tutti gli altri cedimenti plastici, le equazioni di congruenza (3],
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per un assegnato valore dei carichi P;, individuano nel piano delle
iperstatiche tanti punti rappresentativi dei vari stati, e tutti questi
punti si trovano su una retta, che diremo #, (*}), la cui direzione non
dipende dai carichi I,

L’equazione di questa retta si ottiene climinando A, fra le due
equazioni lineari di congruenza.

In particolare se tutti i cedimenti plastici sone nulli tranne il
cedimento A, la retta », deve passare per il punto Q della retta ela-
stica. Questo diviene pertanto il centro di un fascio costituito da tante
rette quante sono le aste componenti la struttura.

T’ellisse di equazione [9] & particolarmente interessante perché
permette di individuare la divezione delle rette #, quando sia noto il
campo degli sforzi.

Ho mostrato infatti che le rette limiti del campo |N,|=N, e le
vette #, relative ad una medesima asta hanno direzioni coniugate ri-
spetto all’ellisse di equazione [9]. ‘

Appunto per tale ragione ho chiamato quest’ellisse prima ellisse
dei cedimenti plastici.

Se ora consideriamo due punti A ¢ B appartenenti ad una stessa
retta »,, & possibile anche misurare V'entita del cedimento plastico ne-
cessario per passare, nel rispetto dell’equilibric e della congruenza,
dall'une all’altro.

Ho infatti mostrato che il cedimento A, corrispondente & misu-
rato dal rapporto fra il segmento AB e D,m,, cssendo D, il semidia-
metro parallelo alla retta », di una seconda ellisse che ho appunto
chiamato seconda ellisse dei cedimenti plastici, mentre m, ¢ una ¢ostante
(modulo dell’asta) che vale:

(10] Cm,= Vit db,, &)
formata coi coefficienti costanti a,, definiti precedentemente.

La seconda ellisse dei cedimenti plastici ha per equazione:

2

£l C?'S X?' X& = 1 Pel‘ Cl's == cs,' = 12”1 b:‘m b.!'ﬂL

(11]

A o

(%) Nelle Note precedenti era stata indicata con 4.
(®) Dovendo in questa Nota considerare del momenti che indico con M i mo-
duli sono contrassegnati con m, invece che con M come nella Nota citata.
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Dungue:
B — A=m, As]_i

Passiamo ora da un punto A a un punto B non appartenenti ad
une medesima rette 7., mediante due o pili cedimenti plastici.

Date la linearitd delle equazioni {3}, potremo sempre pensare che 1
cedimenti avvengano successivamente, cosicché il vettore B — A potra
riguardarsi come somma di pifi vettori ognuno diretto come una retta 7.
11 modulo di tali vettori sard proporzionale al cedimento plastico cor
rispondente ¢ il coefficiente di proporzionalitd sard D,m,. Dunque:

B—A=S,ma,D,

§ 5. — DETERMINAZIONE DRLLO STATO DI §FOR%0 T DI DEFORMAZIONE
coN 1L PRINCIPIO DI HaaR-voN Kanman. — Consideriamo una struttura
reticolare composta di m aste, due volte iperstatica e soggeita ad as-
sognati carichi P, Supponiamo i carichi applicati gradualmente e pro-
porzionalmente ¢ supponiamo altresi che durante l'applicazione dei
carichi nessuna asta abbia subito un ritorno in fase elastica.

In tal caso il principio di Hasn-von Kamrmax ci pud consentire
1a, determinazione dello stato di sforzo e di deformazione della strut-
tura corrispondenti ai carichi P,.

Potremo operare cosi:

a) scegliamo due aste qualsiasi come iperstatiche e diciamo X,
6 X, gli sforzi relativi;

b) valendoci delle equazioni di equilibrio [1] e delle condizioni
di plasticita [2] tracciamo nel piano X,, X, le coppie di rette che co-
stituiscono il contorno del campo degli sforzi (vedi fig. 1};

¢) individuato il campo, mediante le equazioni di congruenza [3]
determiniamo (per tutti 1 A,=10) il punto Q della retta elastica 7, cor-
rispondente alla minima energia di deformazione K.

Se @ & interno al campo o sul contorno di questo le sue coordi-
nate X, ¢ X, danno i valori effettivi delle iperstatiche.

Quello di deformazione & caratterizzato da cedimenti plastici nulli.

d) Se il punto Q cade fuori del campo degli sforzi, da Q spic-
chiameo le ellissi isoenergetiche [9]. Esse raggiungeranno il campo in
un punto R.
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R individua Peffettivo stato di sforzo e di deformaziome, Infatti
le sue coordinate X, e X, danno gli effettivi valori delle iperstatiche
e consentono quindi, per il tramite delle [1], di trovare gli sforzi in
ogni asta. Quanto allo stato di deformazione esso & definito, avendo
ormai caleolato gli sforzi nelle varie aste, quando siano nofi 1 cedi-
menti plastici avvenuti.

Xe fs §

&

Tt

Ot ) X4

Fra. 1.

Ora, se l'ellisse isoenergetica & in R tangente a un lato campo
d’equazione |N,|=N,, il cedimento plastico avvenuto & uno solo, ri-
guarda lasta s ¢ la sua entitd & date dal segmento QR letto nella
scala fornite dalle seconda ellisse di plasticité.

Se st vuole: A, =|R — Q|/Dm,.

Supponiamo invece, come in figura, che Dellisse isoenergetica
tocehi il campo in mn punto R che & vertice del poligono limite del
campo. Sia tale vertice il punto di incontro di due delle retto di equa-
zione |N,|=N,, |N| =N, relative alle aste s e ¢ In questo caso i
cedimenti plastici avvenutl sono due, quelli relativi alle aste s e ¢

Por determinarli & allora sufficiente raggiungere B da Q con due
vettort di direzione s, e #,. I cedimenti plastici effettivi saranno
dati da due segmenti in questione misurati ciascuno nella rispottiva
scala fornite dalla seconda ellisse del cedimenti plastici, 10 ciod, se
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R — Q=(S—Q) +(R—S) essendo § —Q diretto come la 7, ¢ R~
diretto come la #,, sara:

A== |8 —Q1/Dym,, A,=|R—8|/D,m,

§ 6. — DETERMINAZIONE DELLO STATO DI SFORZO E DI DEFORMAZIONT
CON 1L PRINCIPIO DI (GREENDBERG. — Il principio di GREENBERG ripete in
sostanza il principio di Haaw-vox Karman riferendosi perd a varia-
yioni 5P dei carichi ¢ alle corrispondenti variazioni 3E dcll’energia
di deformazione.

Tn tali condizioni esso non & soggetto alla limitazione che il pro-
cesso di carico nel suo insieme non comporti fasi di searico (ritorno)
per qualche asta.

Non & applicabile perd per variazioni finite di earico AP se non
quando si sappia che nell’intervallo AP non vi sono ritorni perché
in corrispondenza di un ritorno cambia Despressionc dell'energia di
deformazione.

Se allora per una struttura si verificano fasi di scarico per qualche
asta, bisogna dividere il processo in tante fasi in ognuna delle quali
non vi sono ritorni.

Por la prima fase si opera con il principio di Hasr-vox KanMan
come indicato al paragrato precedente.

Si passa dalla prima alla seconda fase quando un’aste, ad esempio
'asta h torna clastica. Tn questa seconda fase pofremo applicare il
principio di Grrexpsre come si & applicato il principio di Haar-vox
Karman nella prima fase, soltanto dovremo partire dallo stato rag-
giunto alla fine della prima fase: nella valutazione dei livelli energeticl
dovremo percid considerare avvenuto e invariabile il cedimento 4,
dell’asta tornate elastica.

Cid equivale a ripetere il procedimento indicato al § b adottando

perd come retta elastica una retta 9, traslata di m, .'ihf),L rigpetto alla
retta 7. Corrispondentemente il centro delle nuove ellissi isoenerge-
tiche sard in un punto Q' traslato di m,bAhBh rispetto al corrispon-
dente punto Q.

Individuato il punto R che da lo stato di sforzo effettivo in questa
seconda fase come punto di tangenza delle ellissi isoemergetiche di
centro Q' col campo, anche lo stato di deformazione & completamente
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individuato dal vettore Q' — Q che & proporzionale al cedimento 4, e
> >
daellaltro o al pilt dagli altri due m,A, D, e m,A,D, che da Q condu-
cono in R e ottenibili come al paragrafo precedente.
8i passa dalla seconda fase a una eventuale terza e cosi via con
criterio perfettamente analogo.

§ 7. ~ DErERMINAZIONE DELLO STATO DI SFORZO B DI DEFORMAZIONE
IN STRUTTURE CONTINUE MONODIMEBNSIONALL - Mostriamo ora come la

rappresentazione geometrica proposte si presti particolarmente alla
determinazione delio stato di sforzo ¢ di deformazione in strutture
continue monodimensionali.

Faremo riferimento a strutture per le quali, agli effetti del so-
pravvenire della plasticith, abbla influenza 1l solo momento flettente.

Questa ipotesi- si adafta abbastanza bene ai problemi pratici pit
comuni ().

Riguarderemo la struttura come perfettamente elastoplastica e
ciod: la variagione di curvatura % in ogni sezione di coordinata y &
proporzionale al corrispondente momento flettente M(y) fino a quando
| M(y)| < M(y). ‘

M{y) segna il limite di plasticitd per la sezione di coordinata y
¢ in questa fase la sezione si comporfa come perfettamente elastica.

Lo sforzo non pud crescere al di 14 del limite M(y) ¢ al soprav-
venire della plasticitd si verificano tra le due facce di una sezione
delle rotazioni relative plastiche A{y), mentre il momento fletiente
mantiene il valore M(y) indipendente da a(y) (%).

Al diminuire del momento flettente si accompagna un ritorno in
fase elastica.

(1) Quando anche io sforzo assiale avesse una notevele influenza sul fono-
meno plastico la trattazione che svoigeremo potrebhe essore ripresa tal quals ap-
portandovi solo aleuni sempliei adattamenti analoghi a quelli adottati da V. Frax-
crost (8wl calcolo a rottura delle strutture monodimensionali in regime elostopla-
stico, « Giorn, Gen. Civ, », fase, 7-8, 1952).

(*) La schomatizzazione adottata non & affatto rigorosa, perché, anche nel-
Pipotesi di perfetta piasticita di ogni fibra, la caratteristica sforzo-deformazione
della sezione nel sno compliesso & quells illustrata in fig. 2. Non si & perd troppo
lontani dal vero sostituendo il diagramma curvilineo con la speszzata tratteggiata
in figura,
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Por maggior chiarezza ci riferiremo a un caso concreto.

Considereremo pertanto una trave rettilinea incastrata agli estremi.

La trave sia omogenos ¢ di sezione costante. Sia I la luce, J il
momento di inerzia, B il modulo elastico, M il momento limite ugnale
per tutte le sezioni.

Le trave sia soggetta ad un carico distribuito eon la legge trian-
golare (vedi fig. 3) di valore complessivo P.

Poichd il carico & normale alla trave considerata, la struttura ri-

sulte due volte iperstatica. Come incognite iperstatiche potremo sce-
gliere 1 valori del momento flettente in due sezioni gualsiasi.
Ad esempio potremo scegliere le sezioni C e D indicate in figura.

H oy

=,
£

I°N
£

!

[
N

T1g, 2.

Fra. 8.

Diciamo X, e X, i momenti flettenti corrispondenti. In funzione
di X,, di X, e di P & possibile esprimere il momento flettente M(y)
in una sezione generica di ascissa ¥.

o

Precisamente risulta, ponendo z=

e-«lc-’:i

. 3 1 Pl 13 3
{19} M(y) = M(2) :(-g - 22) X, — (_2_ - 92) Xy o (33 — s I‘é)

Risulta percid, confrontando la [12] con la {1]:

3 1,
[107] @)= —%, a=-—5+2
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Se ora per ogni sezione di ascissa y poniamo la condizione di
plasticiti

(18] |M(y)|=M(z)| =

ecco che in corrispondenza di ogni valore di y, e quindi di 2, la [13]
tenuio conto della [12] che & una espressione lineare in X, e X,, in-
dividuerd una coppia di rette.

Tali coppie di rette sono tante quante sono le sezioni che compon-
gono la trave e cioé infinite. Esse comunque invilupperannoil contorno di
una regione del piano X,, X, (il campo C degli sforzi) cul corrispon-
dono stati di sforzo equilibrati e compatibili con le leggi di plasticita.

Determiniamo il contorno di tale regione.

La [18] si scinde nelle due:

(137] M) =M , M@ =-M

Le rette che hanno per equazione la prima delle [13] invilup-
pano la linea le cui equazioni parametriche si ottengono risolvendo
rispetto a X, o X, il sistema:

. = . dM(z) dM
[14] Mz=M ; R e

Di questa linea dovremo considerare scltanto l'arco H, H, deli-
mitato dal punti di paranetro e==0 ¢ z=1, e, grazie alla prima
delle [18'], il campo degli sforzi dovra trovarsi tutto de una banda
del eontorno formato dall’arce Hy H, & dalle rette %, e &, tangenti in
questi due punti (vedi fig. 4).

Anslogamente tenendo conto dells seconda delle [18'], si trova
che il campo deve trovarsi tutto de una banda del contorno formato
da un arco K, K, {delimitato dai due punti di parametro 2=0 e 2 =1)
e dalle rette tangenti ky; e %, in questi due punti,

Nel caso nostro le equazioni parametriche tratte dalle [14], es-
sendo M = costante, sono le seguenti:

_ 9 1, 1
X;_—M'FPZ(——?z +"’t‘£"z "—*‘fg“g*)

[14]

= e . 3., 9
XQ—M'PPI(M—E—’-Z +IZ _—GZ—)
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(id vuol dire che Varco H, H, appartiene a una cubica. Alla
stessa cubica traslata appartiene l'arco K, K,.

Xe

Fia. 4.

Consideriamo ora e equazioni di congruenza in assenza di cedi-
menti plastici. Ksse sono due, tante quante sono le iperstatiche e si

serivono:

Tl o 11 g, PE
6 Ry ™ T I9RT T 9880EJS
[15]
1 1 LT . 29 Pp
~ 5 Ry S T 19 Ey X T 9880 B

Risolte rispetto ad X% o ad X° esse individuano nel piano delle
iperstatiche in corrispondenza del valore stabilito per il carico P il
punto @ di minima energia di deformazione I, mediante le sue coor
dinate X°, e X°, e conseguentemente (vedi fig. b) la retta elastica 7.
Risulta risolvendo il sistema [1B]:

, 9 Bl
L . 0.
{16} X,'= g Pli XKo'= g5 P

Confrontando le equazioni [16] con le [3], constatiamo inoltre che
i coefficienti caratterizzanti le due ellissi di plasticith assumono nel
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nostro caso i valori seguenti:

(N 1 1 T 1
bu=1g 555 e=tn=" Ry TTEED
sicchd conseguentemente daile [11]:

o5 T 9% I
(18] =g g CeTm= gy TR TS

[17]

Portanto la prima eilisse di plasticitd (che caratterizza 1 livelll
dell’energia di deformazione e di la corrispondenza ira rette limiti
del campo e direzioni dei vettori rappresentativi del corrispondenti
cedimenti plastici) & caratterizzata dalla seguente equazions:

|_19] T(X* - X10)2 - 2(X1 b X*O) (_XQ’ - Xgo) 'l' 7(X2 - X20)2= GOSL&I’ILG

dove X° e X°, assumono i valori [16].

TLa seconda invece, che consente la misura del cedimenti plastici
avvenuti, ha per equazione:

w* T

[20] WX 14K, X, + 28X, =72 _ﬁm

Si noti che le due ellissi trovate hanno per assi lo bisettrici degli
assi coordinati, che sono orientate con lasse maggiore lungo la bi-
sottrice del primo quadrante e che il rapporto fra asse maggiore e

. 4 . . 4
asse minore vale 5 ber la prima cllisse e g per la seconda.

Dal punto Q trovato spicchiamo allora le ellissi isoenergetiche
di equazione {19} fino a raggiungere il campo toccandolo nel punto
R di coordinate X,® o X,

Introducendo nella {12] il valore delle iperstatiche trovate gl ha
lo stato di sforzo effettive corrispondente al carico P, dopodiche gl
pud determinare lo stato di deformazione.

La figura & illustra il procedimento nel caso in cui sia:

1==400 om; Ke==2 10° Kgfem?; J =2 10* em?;
M =5 10° Kg em; P =18.000 Kg.

" T1 campo si riduce al triangolo mistilineo (. Le ellissi isocner-
gefiche di centro @ raggiungono il campo nel punto R di coordinate

Re= 62,400 kg em, X *=1285.000 kg cm. In R sono plastiche le se-
giomi z=0 e z=1. T moduli di tali sezioni (per le 10} e [10]) val-
gono m(Q)=m(l)= /10/2; mentire dalla figura risulta D(Oy=D(1)==
=160.10° kg cm.
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Le rotazioni plastiche A(0) e A(1) sono individuate dai due vobtori
R—8 e 8—Q le cui direzioni sono date dalla prima cllisse di plasticita.

]
X2 | kaem

Y

0
\/ Il.)'-’ 2-10% X
Xo 4 !

kgem Kgem
L IO,' —- el s it 'jﬁﬂ_
Dw (Dizimezrit )
a0? 210
)(D} X“ “«5’%
Kgem. ’i
TMa. 5.
Hsse valgono:
_AR=81 3910 a)y=28l _ s
A(0) = f)TO)m(O) == 0,32,10"%; A(L)= Dym(D =0,70.10"% .
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DIMOSTRAZIONE INTRINSECA DEL TEOREMA
DI RIEMANN-ROCH SOPRA UNA CURVA (%

EDOARDO VESENTINI

Svamariva, — Auctor per viam intrinsecam extrnit, super algebricam cur-
vam irreducibilem, seriem quac sumdem habet ordinem eamdemque dimensionem
quam series canonica., Ix quo potest intrinsecus demonstrari theorema Rieman-
Roch super eurvam, vel per quasdam topologicas animadvertiones ab O, Zanskr
fuctas, vel por intrinsecum redwmctionis theorema qued F. Smvmrr in fine huius
Notae demonstrat,

In una recente Nota F. Smvenrt [12] (1), allo scopo immediato di
ridurre al minimo i richiami di carattere proiettivo nella geometria
sopra una curva algebrica, con lo scopo finale di « ulteriori avvicina-
menti all’algebra astratte », ciod di consentire l'elaborazione d'una
teoria geometrica dei corpi di funzioni algebriche definite sopra corpi
numeriel arbitrari, ha apportato aleune varianti al mefodo rapido (19%;
[10f, Cap. V, pag. 145-169), sostituendo un lemma proiettivo prelimi-
nare con proposizioni di carattere intrinseco.

Una delle questibni fondamentali per lo sviluppo ulteriore di
questo nuovo indirizzo & costituita dalla dimostrazione, per via intrin-
seca, del teorema di Riemann-Roch. Una dimostrazione di questo tipo
— oltre a quelle, di cui diremo nel n. 1, conseguite con i metodi della
teoria avitmetica delle funzioni algebriche — & stata data da O. Za-
riskr |18} mediante considerazioni di carattere topologico, e, come
vedremo nel n. 2, tale dimostrazione potrebbe essere senz’alivo inserita
nells nuova trattazione di F. Srvery, se, fra i fatti di indole proiet-

(*) Nota presentate dall’Accademico Pontificio 8. E. Francesco Severi il
28 aprile 1958.

(") T numeri in neretto entro parentesi quadre si riferiscono alla bibliografia
posta alla fine del presente lavoro,

11 Aetn, vol, XV,
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tiva ammessi validi da O. Zariskr, non figurasse anche I'ipotesi rela-
tive all’esistenza di almeno una serie lineare avente i carafteri (or-
dine e dimensione) della seric canonica ().

Nel presente lavoro elimineremo questa ipotesi costruendo una
tale serie, sulla base delie premesse di F. Spverr, con argomentazioni
poggianti sulla teoria topologica delle corrispondenze algebriche. In
tal modo, la questione posta da I'. Severr appare risolta dslla dimo-
stragione di O. Zanisxr. Tuttavia le considerazioni che condurranno
a] risultato sopra detto permetteranno di adattare alle nuove tratta-
zione della geometria sopra la curva, la vecchia dimostrazione del teo-
rema di Riemann-Roch, data dal Casrernvove sulla base di una for-
mula di ScHusER?.

Per raggiungere lo scopo prefissoci muoveremo (n. 2) dalle pre-
messe di indole proiettiva poste alla base della Nota [12] (nn. 1, 2,
pag. 148-145), ed il ricorso ad esse & lecito, in quanto il presente
lavoro si propone appunto di inserirsi nelle trattazione inaugurata
da [12]. Alla scopo di esaminare tali premesse, nel n. 6 ne illustre-
remo brevemente 1 legami con la teorin delle funzioni razionali sulle
superficie di Riemann, ¢ nel n. 7 mostreremo come, utilizzando sol-
tanto una parbte di esse, sl possa egualmente definire sopra la curva
una serie lineare effettiva avente lordine delle gerie canonica,

1. — Lo scopo propostosi dal Severr ({12], pag. 143) era gid in
parte raggiunto anche dal suo primitivo metodo rapido, il quale si &
rivelato strumento di grande efficacia, permettendo a W. L. Crow [4}
di elaborare la teoria geometrica dei corpi di funzioni algebriche senza
propositi completamente intrinseci, ma di dimostrare il teorema di
Riemann-Roch per i corpi di funzioni algebriche aventi, come corpo
delle costanti, un corpo perfetto. Una trattazione del caso in cui il
corpo delle costanti & algebricamente chinso trovasi anche in W. Grop-
nER [6] il quale perd, per giungere ad una dimostrazione intrinseca
del teorema di Riemann-Roch, ha dovuto introdurre {’ipotesi relativa

{1} Per completare la teoria intrinseca della Nota [12] col teorema di Rie-
mann-Roch, basta ww’iputesi meno esigonte di quelle di Zamisia {18], o di
Grosner [6]. Si veda in proposito una Osservaziene di If, Spveri al n. 8 della
presente Nota.
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all’esistenza di almeno una serie linearo avente i cavatteri della serie
canonice. D’aliva parte la sovrabbondanza di tale ipotesi & presumi-
bile in quanto il teorema di Riemann-Roch, insieme all’esistenza della
classe canonica, & stato acquisito per ogni corpo, K, di funzioni alge-
briche avente corpo delle costanti arbitrario, da F. K. Scmmipr [13],
mediante considerazioni aritmeticlke ispirate alla classica memoria [5]
di DeprxiNp ¢ WeBER, o do A. WriL [16] (!), sulla base di una defi-
niziono astratta dei differenziali di certi sviluppi in serie di potenze
dei multipli interi dei divisori di K,

Sulla memoria [5] torneremo mnel n. 6 allo scopo di illustrare il
significato delle premesse di carattere proiettivo di [12] e [18).

Avvertiamo fin d'ora che, ponendoci nell’ordine d’idee di [12)
o [18], nel seguito considereremo soltanto il caso di funzioni alge-
briche definite sul corpo numerico complesso.

1. - Sia F. Sevesr [12] che O. Zamrskr [18} si basano su aleune
proprieta oclementari delle serie lineari sopra una curva algebrica
nridueibile, C, proprietd che ritengono acquisite per via proiettiva.
Quelle ammesse valide da F. Sevenr sono le seguenti.

a) Nozione di serie lineare g; come insieme dei gruppi di li-
vello di una combinazione lineare di funzioni razionali, definite sopra
la curva O, aventi in comune un gruppo dilivello. I gruppi di livello
di C risultano dunque in corrispondenza proiettiva con i punti di uno
spazio proieftivo complesso a # dimensioni.

Proprieté involuboria di una g,. Nozione di serie lineare com-
pleta, relativo teorema di esistenza ed unicita, e, come conseguenza,
di questo, il teorema del resto nella forma invariantiva. Distinzione
fra serie lineari semplici e composte.

b) Viene acquisito per via proiettiva il fatto che ogni ¢, sem-
plice ha un numero finito (= 0) di copple neuntre,

(") Un’altra dimostrazione del teorema di Riemann-Roch — di eui siamo
venuti a conoscenza solo allorchd la redaziono del presente lavoro era gih ulti-
mata —— & stata data da A. Wmin nel suo libro Sur les courbes algebriques ef les
variétes qui s'en déduisent, Paris, Hermann 1948, Parte I, pag, 827, mediante la
considerazione della varietd diagonale sulla varieth delle coppie di punti della
carva data. Llesistenza di divisori canonici & ivi ottenuta in base ad un teorema
di carsttere aigebrice stabilite in A. Wrin, Foundations of algebraic geomelry,
Am. Math, Scc. Colloguinm Pubt.,, vol. XXIX, 1946, pag, 238-289,
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¢) Esistenza su C di (slmeno) due serie lineari g, ¢ g., com-
plete, aventi dimensioni > 1, semplici, prive di punti fissi, individuate
da due gruppi, privi di elementi comuni, costituiti, rispettivamente,
da m e n punti somplici, distinti, di C.

S‘u'lla base di tali premesse e senza altri riferimenti di carattere
proiettive, . SevERr ha dimostrato ([12], n. 6, pag. 148-150) che la
differenza fra ordine e la dimensione di ogni serie lineare completa
di O, avente l'ordine sufficientemente elevato, & egunle ad un mede-
simo intero non negativo, p, il quale risulta un invariante di C ri-
spetto alle trasformazioni birezionali, ¢ prende il nome di genere di C.
Per p vale il seguente teorema ([12}, n. b, pag. 149):

«) n (= p) punti semplici distinti di G individuano una serie li-
neare completa avente ordine n e dimensione non minore di n -— p.

Chiamendo rispettivamente speciale o non speciale una tale serie
secondoehd la sua dimensione supera o eguagha n —p, s ha che ([9],
nn. 3 e 4, pag. 932; [12}, n. 6, pag. 160):

B I nom speciale ogni serie lincare avente Pordine o la dimen-
sione maggiori, vispettivamente, di 2p 2 o di p—1.

vy Un gruppo di p punti generici, semplici, distinti, di C indi-
vidua una serie lineare di dimensione zero.

T.c propriets a) sono considerate acquisite proiettivamente anche
da O. Zarisxy, il quale, anzichs formulare Vipotesi ¢), ammette che
qu O siano date infinite sorie lineari g, di ordini indefinitamente cre-
sconti e tali che r=n —m, essendo = il genecre della superficie di
Riemann, F, di C. A norma di &) (tenendo conto anche della 0)), questa
ipotesi pud desumersi dalla c).

A queste premesse ZARISKI aggiunge ipotesi, d), che su O esista
(almeno) una serie ey .

Nol presente lavoro mostreremo per via topologica cho tale ipotesi
pud dedursi dalle premesse @) e ¢). In vista di questa coneclusione
ed allo scopo di inserire i risultati di Zariskr nella nuova trattazione
di Smverr, mostreremo anzitutto che # genere riemanniano © coincide
con il genere p introdotto in [12].

8. - Per giungere al risultato sopra detto, occorre premettere
aleune considerazioni sulla teoria topologica delle corrispondenzo al-
gebriche ¢ sui fondamenti topologici della geometria numerativa,

.
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Data una corrispondenza algebrica, T, di indiei # e s, e di valenza v,
fra 1 punti di O, dalla teoria topologica delle corrispondenze alge-
briche sopra una curva algebrice, sviluppata da O. Cmsivi(™) e da
S, Lerscaerz [7], st ha che il numero, %, dei punti uniti di T & dato
dalla formula di Caviey-Brroy: '

1 =154 2my

Mediante considerazioni di caratfere topologico (confrontare ad
-esempio: [1], pag. b68; [2], pag. 484) si dimostra che i punti uniti della
somma, T 4 8, di due corrispondenze algebriche, T ¢ S, fra i punti
di C, sono i punti uniti di T ed 1 punti uniti di S, contati con le
rispeftive moltiplicits. In particolare la corrispondenza %71, multipla
di T' secondo l'intero positivo X, ha, come punti uniti, 1 punti uniti di™T
contati X volte ciascuno. Mediante considerazioni di natura fopologica
1 dimostra inoltre che, se T' e S sono corrispondenze a valenza, anche
T+8 ha valenza, e quosta & eguale alla somma delle valenze diT e di S,

Le due proposizioni procedenti sono ben note, ¢ noi le abbiamo
ricordato soltanto perché én base ad esse ed alla [1), ¢ senza aliri
riferimenti alle feoria delle corrispondenze, F. Suverr ([10], n. 81,
pag. 250-264) ha stabilito la formula di Scmussrr che esprime il
numero

f (L m—1 __l m— 2
g =M ) =g e (D)

dei gruppi di »+1 punti di €, comuni da una g,{r=1) ¢ ad una
serie ;’}n (razionale o irrazionale) di indice v =1, avente d punti
doppi, nell'ipotesi che ambedue le serie siano prive di punti fissi.

In base all’osservazione precedente, oppure tenendo contro dei
risultati conseguiti da B. L. van pErR WaErDEN in [13], si conclude
che la [2] pud considerarsi acquisita per via topologica.

Supponiamoe che la an sis una serie lineare g,l,t. Considerando
la corrispondenza algebrica di indici m -1, m -1, e valenza 1, nella

(1} Ofr, (1}, In questo lavoro la formula {1] viene stabilita nell'ipotesi che T
abbia una valenza ¢ che anche T—! abbia ura valenza (& priorl non necessaria-
mente eguale a quella di T). Ma quoest’ultima ipotesi pud dedursi, per via topo-
logica, dalla prima, come risulta da [2].
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quale sono coniugati 1 punti di C apparbenenti ad un medesimo gruppo
di g, dalla {1] si ha che

{3] d = 2m + %m — 2 *).

4. - Proviamo ora che
(4] pP=T .

Se p =0, V'asserto & senz'altro dimostrato poiché in tal caso O
& hirazionalmento equivalente ad una retta ([12], 1. 4, pag. 147-148).
Supponiamo dunque p >0, e consideriamo una seric lineare |ghi,
definita & partire da un gruppo, Ggy, di 2p genericl punti sempliel di-
shinti di C. A norma del teoroma 8), quests serie non ha punti fissi.

Essendo P un generico punto di ¢ (non appartente a Glgp), il
gruppo di p-41 punti di C costituito da P o da p puntl di Ggp, da
luogo ad una gjl,.u non confenuta in |ghy!. Wissato un generico punto,
X, di C, consideriamo 1l gruppo G,, dei p punti residui di X ri-
spetto a g}m. Poicho g;'m non & contenuta in |g§’},§, risuita univoca-
monte determinato (anche se ]g3| & composta) un gruppo, G, di
p punti, residuo di G, rispetto a lg3,|. La corrispendenza algebrica
fra X ed i p punti di G, ha indici ZEN opt, py e valenza — L.
Poichs g;‘)+1 non & contenuta in |g§’;,_,|, tale corrispondenza non ha
punti uniti, Dalla {1} si ha peréanto che

7P+l S
P+ Z;n;~1,2p«-1 — Pm =0,

o da questa relazione, ¢ dalle [2], {3], si deduce la [4].

B. — Fissati p + 2 punti gemerici, semplici, distinti, &1 C, per la
proposizione ) esiste una ghose di cul tall gruppi costituiscono un
gruppo di livello. A norma di y), s b complota, semplice e priva di
punti fissi, Per tale serie vale il seguente

Trorema L Se p=1, una serie lineare oo, semplice e priva di

s p —1 .
punti fissi, ha = = coppie neutre.
(") Questa relasione pud ottenersi pitt direttamente, como caso particolare

4t una relazions di Hurwerz sui punti di diramazione dolie superftcie di ricopri-
monto, Cfr. ad esempio |14], Cap. VI, pag. 132-183,
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. . + 2

Sia Gye un gruppo generico di gpee, gruppo che, nelle nostre
ipotesi, non & restrittivo supporre costituito da p--2 punti sempliei,
e s . . 1 , . . . . . L
distinti, di C, o siano guz e g 11”2 due generiche serie lineari distinte,

3 a .

contenute 1n gu.a ed aventl come gruppo comune Grp.i.g. Il numero,
r+2 , . 1 1 N .
27 pss, dolle coppie comuni a gy ed & ghe pud ottenersi dalle [2],
(3] e [4], e risulta espresso dalla relazione

[6] Zipe=p+p+1,

ma convieno determinare tale numero senza fare ricorso alla formula
di Scuusent. A questo scopo indichismo con T la corrispondenza al-
gebrica in cui ad un generico punto, P, di C corrispondono i punti
appartonenti ai gruppi di g'p.e passanti per i p+ 1 punti di O, re-
sidui di P rispetto a gpse. T ha indici (p+2) (p-+1), (p+2) (p+1)
e valenza zero. I suoi 2(p+ 2) (p + 1) punti uniti sono i punti del
gruppo jacobiano di gue ed i punti costituenti le Z}"E 2 coppie comuni
8 gpio ed 8 ¢h; dalle (1), (8) e {4) segue la (b).

; 2 .
Fra le 2§25 coppie ora determinate, figurano le (P; ) coppie

di punti di Gy, e si pud dimostrare, nel modo che rapidamente ac-
cenniamo, che ciascuna di tali coppie compare con molteplicita uno
in Z1%.s.

Sulla superficie di Riemann, F, di C, in un opportuno intorno,
U(0), di uno qualsiasi, 0, del punti di G,,s, definiamo una variabile
uniformizzante z ([17], § 7, pag. 36). Poiché i punti di Gyue sono a
due a due distinti, l'affissa, £, di uno qualsiasi dei punti di U(0) cor-
rispondenti a 2z in T, & una funzione olomorfa di #, con derivata non
nulla in 0. Si ha dunque, in un opportune intorno di O

d=ag+t a2’ o, (@ #£0),

. . . e 1

e si riconosce facilmente che, per la supposta generieitd di gp.. e

. . . . . 1 . .

di _(}r;H.g in g?,,,.g, risulte @, & 1. Infatti, se, fissato ¢gp.e, al variare di
1 : & . . 2

Gpe2 I Zpie, @, fosse idenficamente egnale a costante, per la g9 non

varrebbe evidentemente la proprietd involutoria, contro l'ipotesi a).
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Dunque # — 2z & funzione olomorfa’ di z con derivata non nulla in 0, e
pertanto ({1]; [2]) 1a molteplicity di O per T & semplice.
1l numero

- +2 — 1

s

& il numero delle coppie neutre di Gz -

Dal teorema ora dimostrato segue ovviamente il

Comorario. - Se p>> 1 su Cesiste qualche serie speciale Iy -

Nellipotesi che sia p>> 1 ritorniame alla sorie gh.o definita al-
Vinizio di questo numero, e, indicando con ¢ la serie multipla minima
di 9‘5;4.2 secondo Vintero p — 1, dimostriamo che le coppie neutre dé g?;.,.g
sono coppie neutre anche per g.

Siano G e (* due generici gruppi di g?;,Lg passanti per una, Il,,
di tali coppie, e sia G* un terzo gruppo generico di goie MON passante
per Hs. G, G* e G sono linearmente indipendenti, e g & la sorie

congiungente i (3 +"§): ; - 1) == @“_"_‘_%%2“(?_1‘__22 + 1 gruppi

[6] i G 4 3,62 4 1,67

ove iy, %y, 13, ¢ una qualsiasi soluzione in interi non negativi della
cquazione iy + 4y + s = p-— 1. Poiché fra i gruppi [6] ve ne & uno
solo, (p — 1) G* non passante per H,, si conclude che I, & una
coppia neutra per g. )

In quanto, & norma di 8), la dimensione di | (p — 1) gf,+2[ & uguale
8 _p2~—22~££:—y§£—13~j:3-), dal fatto che i gruppi [6] sono linear-
mente indipendenti si deduce che la dimensione di g & non inferiore,
¢ quindi eguale ({10}, n. 29, pag. 108) a (pul)g(pk@ Tissendo

—1 2 - C
p—1 ) ~(£+~) = ﬂ?—gm}), preso un qualsiasi intero, h, tele che

2 .
— 1 . . . .
1%71,%‘29—&1%—-"), e fissate % coppie neutre di gz, lo rimanenti
p(p—1)

O )} sono coppie neutre per la gerie residua, rispetto a g,
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delle % coppie neutre fissate. Pertento la serie residus, rispetto a g,

. N 2 .
coppie neutre di g¢p,2 ha ordine

(Pp—=1(p+2) —pp—=2%—2,
¢ dimensione non minore ai

(P_:t:?_.l)gﬁ.l’ +2 P(P;“ D,

o quindi, in virti della B), eguale & p — 1. Cid prova il

Teonena II. Esiste su C almeno wna serie speciale g?g};_lg.

Questo teorems elimina l'ipotesi ) di O. ZaRiski e, m base alla [4],
consente di inserire la dimostrazione del teorema di Riemann-Roch,
data de questo Autore, nella nunova trattazione di F. Smveri. D’altra
parte, U'aver acquisito per vie topologica la formula [2] di Scuunzrr
permette di trasportare nell'ambito di questa trattezione la classica
dimostrazione date da CasrELyvovo e rielaborata per via intrinseca
da Exriquas.

Osservazront 1. ~ Le argomentazioni di queste numero restano
valide, indipendentemente dalla [4], quando in esse si sostituisca 7 a p.

Ossurvazions I, —~ TI modo con cui & stato acquisito il Corol-
lario del Teorema I fa st che esso presenti qualche interesse anche
al di fuori della nuova sistemazione della geometria sulla curva. In-
fatti, il noto teorems di NoTHER estensione del teorema delle lacune &
stato dimostrato da O. Cmmsint ([8]; [10], n. 52, pag. 166) con una
semplice argomentazione intrinseca che, in base a B), & indipendente
dal teorema di Riemann-Roch. Le considerazioni che ci hanno con-
dotto al corollario precedente completano in tale semso il teorema
di Noruzr dimostrando, indipendentemente dal teoremsn di Riemann-
Roch, che, se p > 1, su C esiste qualche gruppo speciale di p punti.

6. — Sia in [12] che in [18] trovasi affermato cho la ipotesi ¢),
relativa all’esistenza di serie lineari pitt volte infinite su G, si suppone
acquisita per via profeftiva. Osserviamo anzitulio come quesfa espres-
sione abbia un significato particolare, in quanto, all'esistenza di serie
lineari soddisfacenti alla ¢), si giunge (cfr. ad es. [10], pag. 1, 2) fis-
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sando un qualsiast modetlo di C, senza fare intervenire in aleun modo
la particolarifd proiettive del modello stesso. Cio risulta ulteriormente
¢hiavito qualora si introducano la superficie di Riemann & Coele
sorie lineari su di essa seguendo DEDEEIND o Weser [5).

Ricordiamo inottre che si pud giungere all'ipofesi ¢) anche mediante
considerazioni di carattere funzionale involgenti goltanto la struttura
della superficie di Riemann, F, di C. Infatti, sia data I, secondo la
definizione di H. Weyn ({17] § 7, pag. 86), come varietd a due di-
mensioni orientata, chiusa, definita nel gruppo conforme, oppure se-
condo 9. Srotrow ([14], Cap. I1, pag. 34), come varieta a due dimen-
sioni, per la quale esista un ricoprimento riemanniano sulla sfera com-
plessa. 15 noto che, mediante considerazioni poggianti sul fatto che I
ha une struttura analitica complessa, si prova che, per ogni intero n
sufficientemente clevato (> =), esistono su I¥ delle funzioni razionali non
costanti 1 cui gruppi di livello sono costituitl da n punti. Risulia cosl
provata l'esistenza su ¥ di una ¢ ; dalla dimostrazione segue inoltre
che, se n> = + 1, il numero delle gh aventi un medesimo gruppo di
livello & maggiore di uno (*). In base a questo risultato, 2 norma della
Osservazione I, le argomentazioni del n. 5 consentono di provare Vesl-
stenza su T di una serie g?)f;ip,. Ed & opportuno rilevare in proposito
che la dimostrazione del Teorema Il pud esserc resa indipendente dal-
Pipotesi che la serie Gois sia semplice. Pertanto Vesistenza su F di
una g:’j;lg yisulta acquisite sotto un’ipotesi pilt ampia di ¢). Tuttavia
Pufficio di ¢) diviene essenziale qualora si vogliano mantenere i risul-
tati ottenuti nel n. b, nell’ambito della nuova trattazione [12], in quanto
& proprio in base alla ¢) che acquista significato i1 genere p.

Nel n. 7 mostreremo che, sostituendo alla ¢} un’ ipotesi, ¢,

pilt ampia della precedente — o quindi scostandosi inevitabilmente
dalla [12] -~ si puo egualmente definire una serie effettiva d'ordine

or — 2, intrinsecamente collegate 8 G

(") Tale dimostrazione trovasi gih in [17] (§ 17, pag. 119), ma proferiamo
riferivel alla dimostrazione pilt semplice, data da R Counanr, per la quale rin-
viamo a [14] (Cap. IT, pag. 50-62), ove si evita il ricorso ai differenziali abeliani
definiti su I,
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7. - Data F secondo la definizione di H. WeyrL [17], supporremo,
¢, che su I esista una serie lineare g}z.

Sia T la corrispondenza nella quale sono conjugali i prnti di F
appartenenti ad un medesimo gruppo di g,. T haindici n— 1, 2—1,
e valenza 1, e quindi, essendo U la corrispondenza identica, T + U ha
indici =, n, o valenza 0. Indichiamo con gli stessi simboli T, U, T 4+ U
i cicli a due dimensioni che, nella varieté prodotto F x I¥, rappre-
gentano, rispettivamente, T, U, T + T.

Poichd T 4+ U ha valenza zero, essendo z e 2 due generiei punti
corrispondenti in T 4+ U, si ha, sopra la varietd F x I':

T+ U~maFxz4nzxF
([7], pag. 360); e da questa relazione si trae, con le notazioni di {7], che
'((T—}- Iy - U): n(FPxz-MtnExF -0,

ciod che

(T-U) 4 (U-U) = 20 .

Ma, nell’omeomorfismo esistente fra T e U, ai (T'- U) punti di
intersezione di T e U corrispondono in I i punti del gruppo jaco-
biano di g5 ; dalla [3] si ha dunque che

(T-U)e=2n 4 9n — 2,
e quindi

(U-T) = - (27 —2) .

Dalla definizione adottata per F segue che ciaseuno dei cicli
T,U,T 4 U, ha una strottura analitica complessa. Si ha pertanto che
Vindice di Kronecker (U-U) eguaglia il numero dei pﬁnti di inter-
sezione {[8], Cap. VIII, pag. 384). Dunque: nella vairietd I x I il gruppo
caratteristico dell’identitd & costituito da 2n — 2 punii (clascuno dei quali
porte il contributo di — 1 all’indice di Kronecker (U -1U)).



148 PONTIFICIA ACADEMIA SCIENTIARVM

Tn virth dell’omeomorfismo esistente fra F e U risulta determinato
sa T un gruappo di 2z — 2 punti, il quale d3 luogo ad una serie |goxol,
indipendente dalla giz considerata ed intrinsecamente connessa 8 F.

Sorge ora la questione se dallipotesi ¢) sia possibile dedurre
che |gsq-s| ¢ la differenza fra. la serie jacobiana di una qualsiasi serie
Jineare infinita date su T, ed il doppio delle serie stessa. Tale pro-
prietd esula evidentemente dalle considerazioni topologiche di cui ei
siamo serviti fino ad ora, ma pud essere stabilita, ancora in maniern
intrinseca, mediante argomentazioni analoghe a quelle esposte [11]
(n. 97, pag. 190-192; n. 141, pag. 304~306) dopo aver dimostrato, in base
alla, {3], che i gruppi jacobiani delle g:',l contenuti totalmente in una
gm, con 7 > 1, sono equivalenti.

8. - Ogservazione di . Suvirr. Per conseguire intrinsecamente il
teorems di Riemann-Roch tutto riducesi, come si provera, a stabilire
intrinsecamonte soltanto lesistenza su C di qualche gy, , speciale.

Intanto la dimensione # della g,,., completa, speciéle, esistento
su C, soddisfa alla # > p— 2. D’altronde non pud essere #>p—1,
se no la serie sarcbbe non speciale (n, 2, teor. §)), Dunque » =p — 1.
Esiste pertanto su C una g%}','_lg completa. Non sappiamo per ora che
questa sorie & unica. Ad ogni modo la chismeremo una « serie ca-
noniea ».

Tssa o priva di punti fissi. Infatti, se ne avesse uno (almeno},
tralasciandolo si otterrebbe una gbls. Preso allora un gruppo gene-
vico di p-—1 punti, vi sarebbero oot gruppi di p — 1 punti, aventi
rispetto alla gpga,'_la lo stesso gruppo residuo di p -— 2 punti; epperd quel
gruppo generico di p-~1 punti non sarebbe linearmente isolato.

N& pud esistere un gruppo di s punti, distinti o no, neutro per
gbls, perché il residuo di quel gruppo sarebbe una ghye-s, © Sup-
posto p>2 (*), si concluderebbe come sopra cle un grappo generico
di p— 2 punti non & linearmente isolato.

La ghe & dunque priva di punti fissi, semplice, ¢ tutti i rami
di C sono rispetto ad essa lineari.

{") Se b p=2 ogni coppia delle gé b neutra, ma in tal caso 1'unicith della
gé & ovvia, )
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Si stabiiisce._ ora subito un teorema di riduzione intrinseco relativo
alla considerata ‘g3 .

Aggiungiamo @ll’uopo ai gruppi di g’g’j}fg un punto qualunque O
di €., 8i ottiene una 9'3511 che, avendo Yordine > 2p — 2 (un suo gruppo
generico consta infatti di 2p — 1 punti digtinti fra loro) & non spe-
ciale & quindi completa. Questo significa che quando un gruppo G di
2p - 1 punti contiens un gruppo canonico ed un punto O fuori di
guesto, la serie |G| ha il punto fisso O.

Se pertanto un gruppo di nna serie |A| si pud decomporre in un
gruppo parziale B contenuto in un gruppo canonico K ed in un punto O
fuori di X, la serie |A| ha il punto fisso 0, Infatti la serie |K 4+ O}
ha il punto fisso 0 e la serie |B + 0] non & che il resto del gruppo
X -- B rispetto a |[X + 0].

Una volta acquisito il teorema di riduzione si ottiene il teoremsa
di Riemann-Roch rispetto alla g%},‘mlg considerata, col ragionamento
esposto a pag. 1566-167 del Tratiato di Geometria Algebrica. 1L dopo
di cid si conclude pure che la gb-ls & unica, perche, essendo essa spe-
ciale, & contenuta (parzialmente o totelinente) nella prescelta serie ca-
nonica e quindi, siccome ha Vordine uguale, coineide con questa.

Por ravvicinare la definizione di genere data col metodo rapido
(coincidente in sostanza con quella di Weierstrass) alla definizione pure
intrinseca derivante dnlla considerazione del gruppo jacobiano di
una g (Trattato di Geometria Algebrica, pag. 122) bastano le consi-
derazioni del n. 8 e quelle finali del n. 7 della presente Nota del
Dott, VisENTINT,
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